Kl b 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
u Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
o0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 662, 663
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

662. Na poziomej plaszczyznie leza dwa klocki o jednakowych masach m,
polaczone niewazka sprezyna (rys. 1). Wspétczynnik tarcia klockéw o ptaszczyzne
wynosi p. Napiecie sprezyny ma warto$¢ N. Jaka maksymalna stala sile F' mozna
przytozyé do jednego z klockéow, aby drugi nie ruszyl z miejsca?

Termin nadsylania rozwiazan: 30 XI 2018 663. W kondensatorze ptaskim jedna oktadka jest nieruchoma, a druga
moze poruszac si¢ bez tarcia i jest potaczona ze Sciang za pomoca sprezyny
o wspolczynniku sprezystosci k (rys. 2). Pole powierzchni kazdej oktadki wynosi S,
poczatkowa odlegtosé¢ miedzy nimi d. Oktadki podlaczono do zrédla napiecia
Rys. 1 stalego. Przy jakiej maksymalnej wartosci tego napiecia oktadki nie zetkna sie,
jezeli sa stale réwnolegte wzgledem siebie?

h

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

658. Kulka o masie ms lezy na niewazkiej podstawce (rys. 3). Podstawka ma ksztalt
prostopadtoscianu polaczonego z dwoma stykajacymi sie klinami o katach nachylenia «. Nie ma
tarcia miedzy podlozem a podstawka. Na prawym klinie potozono kulke o masie m; i puszczono
swobodnie. Jaki warunek musi byé spelniony, aby kulka o masie my zaczela w wyniku tego wsuwaé
sie na lewy klin? Miedzy kulkami a podstawkg réwniez nie ma tarcia.
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Rys. 2 659. Nieprzewodzgca cienka plytka kwadratowa o boku d jest rownomiernie natladowana

adunkiem Q. Na osi symetrii plytki prostopadtej do jej plaszczyzny, w odlegtoséci § od plytki,
tadunki N i ii ptytki t 1tej do jej pt l]’("‘zliltk'

umieszczono tadunek punktowy g. Znalezé wartos$é sity elektrostatycznej dziatajacej na ten tadunek.
658. Kulka o masie my zacznie wsuwac si¢ na lewy klin, gdy bedzie wystarczajaco
lekka. Rozwazmy mase graniczna ma = mo, gdy kulka jeszcze si¢ nie wsuwa,

ale juz nie naciska na prawy klin. Na rysunku 4 przedstawiono sity dziatajace

w tym granicznym przypadku na obie kulki. Sita reakcji R2 jest prostopadia do
lewego klina. Poniewaz podstawka jest niewazka, sktadowe poziome sit reakcji,
dzialajacych na kulki, réwnowaza sie R2sina — Rysina = 0, stad R1 = Ra.
Przyspieszenia obu kulek w kierunku prostopadlym do prawego klina sa jednakowe
(i réwne przyspieszeniu podstawki w tym kierunku)

migcosa — Ry _ mpgcosa — R cos 2c
)

Rys. 3

mi mo
stad mo = m1 cos 2a. Dolna kulka bedzie wsuwac si¢ na lewy klin przy spelnionym
warunku me < m1 cos 2« .

659. Sita dzialajaca na tadunek réwna jest co do wartodci sile, jaka tadunek dziata
na ptytke. Ladunek znajduje sie w srodku szeécianu, ktérego jedna ze Scian jest
ptytka. Zgodnie z prawem Gaussa strumien pola elektrycznego wytwarzanego
przez tadunek ¢ przez powierzchnie tego szescianu wynosi ¢ = %, gdzie g jest
przenikalnoscia elektryczng prézni. Strumient pola przez powierzchnie plytki jest

réwny q
o1 = = Z E;1Si,
i

(6e0)

gdzie S; jest elementem powierzchni ptytki, a F; | sktadowa wektora natezenia pola
elektrycznego prostopadta do plytki w miejscu, w ktéorym znajduje sie i-ty element
powierzchni. Gesto$é powierzchniowa tadunku ptytki wynosi szukana wartos$é
sity dziatajacej na plytke dana jest wzorem
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Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2018

Czoldéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
654 (WT = 2,05), 655 (WT = 2,90)

z numeru 3/2018

Tomasz Wietecha
Marian Lupiezowiec
Tomasz Rudny
Jacek Konieczny
Ryszard Wozniak
Krzysztof Magiera
Karol Lukanowski
Aleksander Surma
Michat Kozlik

Jan Zambrzycki

Tarnéw 444-3,92

Gliwice 41,20
Gliwice 39,04
Poznan 29,80
Krakéw 28,77
FLosiéw 28,70
Niemcz 23,85
Myszkéw 20,28
Poznan 19,20
Biatystok 17,37

Pan Tomasz Wietecha po raz 13
przekroczyt granice 44 punktow.

Gratulujemy!

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

755 (WT = 1,91) i 756 (WT = 1,56)
z numeru 2/2018

Tomasz Choczewski
Franciszek S. Sikorski
Tomasz Wietecha
Michatl Miodek
Krzysztof Kaminski
Pawel Kubit

Michatl Kozlik

Janusz Olszewski
Piotr Kumor

Szczecin
Warszawa
Tarnéw
Warszawa
Pabianice
Krakow
Gliwice
Warszawa
Olsztyn

40,78
39,86
38,19
34,34
34,29
32,77
32,23
32,15
31,69

Zadania z matematyki nr 765, 766
Redaguje Marcin E. KUCZMA

765. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Jego najmniejszy kat wewnetrzny
ma wierzcholek A. Zaktadamy, ze proste AD i BC przecinaja sie w punkcie P, za$
proste AB i DC przecinaja sie w punkcie @, przy czym AP 1 PQ. Niech M bedzie
srodkiem przekatnej BD. Wykazaé¢, ze PM | AB.

766. Znalez¢ liczbe rzeczywista M > 5/2 taka, ze dla dowolnych liczb dodatnich
a,b,c,d, e zachodzi nieréwnosé

5 a 5 b 5 C 5 d 5 e S M
\/b+c+\/c+d+\/d+e+\/e+a+ at+b”

Im wigksza liczba M, tym lepsze rozwiazanie.

Zadanie 766 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

761. Trojkat ABC (nie prostokatny) jest wpisany w okrag o $rednicy AD. Punkt E jest symetryczny
do A wzgledem $rodka boku BC. Dowiesé¢, ze okregi opisane na tréjkatach ABC i BDFE maja réwne
promienie.

762. Rozwazamy liczby naturalne n > 2.

(a) Udowodnié, ze jesli liczba 2™ — 1 jest bezkwadratowa, to liczby n oraz 2™ — 1 sa wzglednie
pierwsze.

(b) Pokazaé, ze nie zachodzi implikacja odwrotna.

761. Czworokat ABEC jest rownolegtobokiem. Niech prosta EC przecina okrag,
opisany na tréjkacie ABC, w punktach C'i F (gdy jest styczna, przyjmujemy

F = C). Powstaje trapez réwnoramienny ABCF lub ABFC (gdy F = C — tréjkat
réwnoramienny). W kazdym przypadku |BE| = |AC| = |BF)|.

Tréjkat ABC z zalozenia nie jest prostokatny, wiec zaden jego bok nie pokrywa
sie ze $rednica AD, na ktérej oparty jest kat prosty ABD; a poniewaz AB|CE,
zatem BD 1 CE. To znaczy, ze w tréjkacie rownoramiennym EBF prosta BD
jest symetralng boku EF. W konsekwencji tréjkat BDE jest wzgledem niej
symetryczny do tréjkata BDF'. Okregi opisane na tych trojkatach sa przystajace;
to juz teza, bo drugi z tych okregéw jest tez opisany na tréjkacie ABC.

762. (a) Przypus$émy, ze liczby n oraz 2" — 1 maja wspoélny dzielnik pierwszy p
(jasne, ze p > 2). Wykazemy, ze wéwczas liczba 2" — 1 dzieli sie przez p?

(nie jest wiec bezkwadratowa). Zgodnie z malym twierdzeniem Fermata,

2 = 2P (mod p). Podnosimy te kongruencje stronami do potegi n/p, otrzymujac
2"/P = 9" =1 (mod p). Zatem 2"/ = kp + 1 dla pewnej liczby catkowitej k. Stad

2" = (14 kp)" =1+ (i’)k;w <’2’)(kp)2+...+ <z>(kp)p,

czyli 2" =1 (mod p?); a to byta nasza teza.

(b) Przyktad pokazujacy, ze nie zachodzi implikacja odwrotna, nie tak tatwo
znalezé (mata szansa, ze trafimy, zwyczajnie prébujac — bez komputera
ciezko). Prosty program, ktéry dla zadanej liczby pierwszej p kontroluje dwie
konicowe cyfry rozwiniecia (przy podstawie p) kolejnych poteg dwojki, pozwala
znalez¢é moment powtérzenia koncéwki 01, czyli wyktadnik n, dla ktérego

2" = (#...%x01), = 1 (mod p®). Powtarzamy te procedure dla kolejnych
liczb pierwszych p; warto przy tym, dla oszczednosci czasu, ograniczy¢ zakres
wykladnika, np. do n < 1000. W ten sposéb szybko znajdujemy pare p = 127,
n = 889; nie jest ona jednak szukanym kontrprzykltadem, bowiem dla tej pary
zachodza zwiazki n = 7p, 27 = 1 (mod p), z ktérych nietrudno wynika, ze liczby
n i 2" — 1 nie sa wzglednie pierwsze.

Nastepna znaleziona para p = 1093, n = 364 jest juz dobra: gdyby liczby
n=4-7-13 oraz 2" — 1 nie byly wzglednie pierwsze, ta ostatnia musiataby sie
dzieli¢ przez 7 lub 13; ale minimalne wyktadniki «, 8, dla ktérych 2% =1 (mod 7),
29 =1 (mod 13), to a = 3, § = 12, wiec wyktadnik n musialby sie dzieli¢

przez 3; a tak nie jest. Skoro za$ ta para zostala wygenerowana przez algorytm,
zapewniajacy podzielnoéé 2" — 1 przez p?, zatem liczba 2°%* — 1 nie jest
bezkwadratowa.
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