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Skrót regulaminu
Każdy może nadsyłać rozwiązania zadań z numeru n w terminie do końca miesiąca n + 2. Szkice
rozwiązań zamieszczamy w numerze n + 4. Można nadsyłać rozwiązania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (każde na oddzielnej kartce), można to robić co miesiąc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiązania zadań z matematyki i z fizyki należy przesyłać w oddzielnych kopertach,
umieszczając na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Można je przesyłać również
pocztą elektroniczną pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokładnością do 0,1. Ocenę mnożymy przez współczynnik trudności danego
zadania: W T = 4 − 3S/N , gdzie S oznacza sumę ocen za rozwiązania tego zadania, a N – liczbę
osób, które nadesłały rozwiązanie choćby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) – i tyle punktów otrzymuje nadsyłający. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym
czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on członkiem Klubu 44,
a nadwyżka punktów jest zaliczana do ponownego udziału. Trzykrotne członkostwo – to tytuł
Weterana. Szczegółowy regulamin został wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje się
na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 662, 663

Redaguje Elżbieta ZAWISTOWSKA

Termin nadsyłania rozwiązań: 30 XI 2018

662. Na poziomej płaszczyźnie leżą dwa klocki o jednakowych masach m,
połączone nieważką sprężyną (rys. 1). Współczynnik tarcia klocków o płaszczyznę
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wynosi µ. Napięcie sprężyny ma wartość N . Jaką maksymalną stałą siłę F można
przyłożyć do jednego z klocków, aby drugi nie ruszył z miejsca?

663. W kondensatorze płaskim jedna okładka jest nieruchoma, a druga
może poruszać się bez tarcia i jest połączona ze ścianą za pomocą sprężyny
o współczynniku sprężystości k (rys. 2). Pole powierzchni każdej okładki wynosi S,
początkowa odległość między nimi d. Okładki podłączono do źródła napięcia
stałego. Przy jakiej maksymalnej wartości tego napięcia okładki nie zetkną się,
jeżeli są stale równoległe względem siebie?

Rozwiązania zadań z fizyki z numeru 5/2018

Przypominamy treść zadań:

658. Kulka o masie m2 leży na nieważkiej podstawce (rys. 3). Podstawka ma kształt
prostopadłościanu połączonego z dwoma stykającymi się klinami o kątach nachylenia α. Nie ma
tarcia między podłożem a podstawką. Na prawym klinie położono kulkę o masie m1 i puszczono
swobodnie. Jaki warunek musi być spełniony, aby kulka o masie m2 zaczęła w wyniku tego wsuwać
się na lewy klin? Między kulkami a podstawką również nie ma tarcia.
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659. Nieprzewodząca cienka płytka kwadratowa o boku d jest równomiernie naładowana
ładunkiem Q. Na osi symetrii płytki prostopadłej do jej płaszczyzny, w odległości d

2
od płytki,

umieszczono ładunek punktowy q. Znaleźć wartość siły elektrostatycznej działającej na ten ładunek.

658. Kulka o masie m2 zacznie wsuwać się na lewy klin, gdy będzie wystarczająco
lekka. Rozważmy masę graniczną m2 = m0, gdy kulka jeszcze się nie wsuwa,
ale już nie naciska na prawy klin. Na rysunku 4 przedstawiono siły działające
w tym granicznym przypadku na obie kulki. Siła reakcji R2 jest prostopadła do
lewego klina. Ponieważ podstawka jest nieważka, składowe poziome sił reakcji,
działających na kulki, równoważą się R2 sin α − R1 sin α = 0, stąd R1 = R2.
Przyspieszenia obu kulek w kierunku prostopadłym do prawego klina są jednakowe
(i równe przyspieszeniu podstawki w tym kierunku)

m1g cos α − R1

m1
=

m0g cos α − R2 cos 2α

m0
,

stąd m0 = m1 cos 2α. Dolna kulka będzie wsuwać się na lewy klin przy spełnionym
warunku m2 < m1 cos 2α .

659. Siła działająca na ładunek równa jest co do wartości sile, jaką ładunek działa
na płytkę. Ładunek znajduje się w środku sześcianu, którego jedną ze ścian jest
płytka. Zgodnie z prawem Gaussa strumień pola elektrycznego wytwarzanego
przez ładunek q przez powierzchnię tego sześcianu wynosi φ = q

ε0

, gdzie ε0 jest
przenikalnością elektryczną próżni. Strumień pola przez powierzchnię płytki jest
równy
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q

(6ε0)
=

∑

i

Ei⊥Si,

gdzie Si jest elementem powierzchni płytki, a Ei⊥ składową wektora natężenia pola
elektrycznego prostopadłą do płytki w miejscu, w którym znajduje się i-ty element
powierzchni. Gęstość powierzchniowa ładunku płytki wynosi Q

d2 , szukana wartość
siły działającej na płytkę dana jest wzorem
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Zadania z matematyki nr 765, 766

Termin nadsyłania rozwiązań: 30 XI 2018

Redaguje Marcin E. KUCZMA

765. Czworokąt ABCD jest wpisany w okrąg. Jego najmniejszy kąt wewnętrzny
ma wierzchołek A. Zakładamy, że proste AD i BC przecinają się w punkcie P , zaś
proste AB i DC przecinają się w punkcie Q, przy czym AP ⊥ P Q. Niech M będzie
środkiem przekątnej BD. Wykazać, że P M ⊥ AB.

766. Znaleźć liczbę rzeczywistą M > 5/2 taką, że dla dowolnych liczb dodatnich
a, b, c, d, e zachodzi nierówność
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Im większa liczba M , tym lepsze rozwiązanie.

Zadanie 766 zaproponował pan Piotr Kumor z Olsztyna.

Rozwiązania zadań z matematyki z numeru 5/2018

Przypominamy treść zadań:

761. Trójkąt ABC (nie prostokątny) jest wpisany w okrąg o średnicy AD. Punkt E jest symetryczny
do A względem środka boku BC. Dowieść, że okręgi opisane na trójkątach ABC i BDE mają równe
promienie.

762. Rozważamy liczby naturalne n > 2.
(a) Udowodnić, że jeśli liczba 2n

− 1 jest bezkwadratowa, to liczby n oraz 2n
− 1 są względnie

pierwsze.
(b) Pokazać, że nie zachodzi implikacja odwrotna.

761. Czworokąt ABEC jest równoległobokiem. Niech prosta EC przecina okrąg,
opisany na trójkącie ABC, w punktach C i F (gdy jest styczna, przyjmujemy
F = C). Powstaje trapez równoramienny ABCF lub ABF C (gdy F = C – trójkąt
równoramienny). W każdym przypadku |BE| = |AC| = |BF |.

Trójkąt ABC z założenia nie jest prostokątny, więc żaden jego bok nie pokrywa
się ze średnicą AD, na której oparty jest kąt prosty ABD; a ponieważ AB‖CE,
zatem BD⊥CE. To znaczy, że w trójkącie równoramiennym EBF prosta BD
jest symetralną boku EF . W konsekwencji trójkąt BDE jest względem niej
symetryczny do trójkąta BDF . Okręgi opisane na tych trójkątach są przystające;
to już teza, bo drugi z tych okręgów jest też opisany na trójkącie ABC.

F C E

D

A B

762. (a) Przypuśćmy, że liczby n oraz 2n − 1 mają wspólny dzielnik pierwszy p
(jasne, że p > 2). Wykażemy, że wówczas liczba 2n − 1 dzieli się przez p2

(nie jest więc bezkwadratowa). Zgodnie z małym twierdzeniem Fermata,
2 ≡ 2p (mod p). Podnosimy tę kongruencję stronami do potęgi n/p, otrzymując

2n/p ≡ 2n ≡ 1 (mod p). Zatem 2n/p = kp + 1 dla pewnej liczby całkowitej k. Stąd
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czyli 2n ≡ 1 (mod p2); a to była nasza teza.

(b) Przykład pokazujący, że nie zachodzi implikacja odwrotna, nie tak łatwo
znaleźć (mała szansa, że trafimy, zwyczajnie próbując – bez komputera
ciężko). Prosty program, który dla zadanej liczby pierwszej p kontroluje dwie
końcowe cyfry rozwinięcia (przy podstawie p) kolejnych potęg dwójki, pozwala
znaleźć moment powtórzenia końcówki 01, czyli wykładnik n, dla którego
2n = (∗∗ . . . ∗∗01)p ≡ 1 (mod p2). Powtarzamy tę procedurę dla kolejnych
liczb pierwszych p ; warto przy tym, dla oszczędności czasu, ograniczyć zakres
wykładnika, np. do n < 1000. W ten sposób szybko znajdujemy parę p = 127,
n = 889; nie jest ona jednak szukanym kontrprzykładem, bowiem dla tej pary
zachodzą związki n = 7p, 27 ≡ 1 (mod p), z których nietrudno wynika, że liczby
n i 2n − 1 nie są względnie pierwsze.

Następna znaleziona para p = 1093, n = 364 jest już dobra: gdyby liczby
n = 4 · 7 · 13 oraz 2n − 1 nie były względnie pierwsze, ta ostatnia musiałaby się
dzielić przez 7 lub 13; ale minimalne wykładniki α, β, dla których 2α ≡ 1 (mod 7),
2β ≡ 1 (mod 13), to α = 3, β = 12, więc wykładnik n musiałby się dzielić
przez 3; a tak nie jest. Skoro zaś ta para została wygenerowana przez algorytm,
zapewniający podzielność 2n − 1 przez p2, zatem liczba 2364 − 1 nie jest
bezkwadratowa.

Czołówka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzględnieniu ocen rozwiązań zadań
654 (W T = 2,05), 655 (W T = 2,90)

z numeru 3/2018

Tomasz Wietecha Tarnów 44+3,92
Marian Łupieżowiec Gliwice 41,20
Tomasz Rudny Gliwice 39,04
Jacek Konieczny Poznań 29,80
Ryszard Woźniak Kraków 28,77
Krzysztof Magiera Łosiów 28,70
Karol Łukanowski Niemcz 23,85
Aleksander Surma Myszków 20,28
Michał Koźlik Poznań 19,20
Jan Zambrzycki Białystok 17,37

Pan Tomasz Wietecha po raz 13
przekroczył granicę 44 punktów.
Gratulujemy!

Czołówka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzględnieniu ocen rozwiązań zadań
755 (W T = 1,91) i 756 (W T = 1,56)

z numeru 2/2018

Tomasz Choczewski Szczecin 40,78
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Tomasz Wietecha Tarnów 38,19
Michał Miodek Warszawa 34,34
Krzysztof Kamiński Pabianice 34,29
Paweł Kubit Kraków 32,77
Michał Koźlik Gliwice 32,23
Janusz Olszewski Warszawa 32,15
Piotr Kumor Olsztyn 31,69

21


