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Niestety, w ,,matematyce szkolnej”

. (T n! . .
réwnosé (k) = Hn=m)! czesto podaje
si¢ jako definicje symbolu Newtona,

a dopiero pézniej przedstawia jej
interpretacje kombinatoryczng.

Dla kazdego z dziatan @ i ® ich wynik
nie zalezy od kolejnosci argumentéw
(symetria) oraz kolejnosci ich
wykonywania (lacznosé¢). Dodanie reszty 0
oraz pomnozenie przez reszte 1 nic nie
zmienia, a dla kazdej reszty niezerowej
istnieje reszta do niej przeciwna i reszta
do niej odwrotna. Ponadto, resztowe
mnozenie jest rozdzielne wzgledem
resztowego dodawania.

Istniejg ciala, ktérych liczba elementéw
jest potega liczby pierwszej, ale ich
konstrukcja jest nieco bardaziej
skomplikowana. Warto jednak zaznaczy¢,
ze dla zadanej liczby q = p¥ istnieje
dokladnie jedno cialo g-elementowe,

z dokladnoscig do izomorfizmu, czyli
,nhazewnictwa” elementéw. Podobnie jest
dla n-wymiarowych przestrzeni liniowych
nad zadanym cialem skonczonym. Zawsze
maja one " = p*™ wektoréw i sg
izomorficzne.
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Ile jest podprzestrzeni?
Zofia MIECHOWICZ*, Tomasz BARTNICKI*

Jaka jest liczba réznych k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego?
Jest to jedno z pierwszych pytan, ktore zadajemy sobie, zaczynajac zajmowac sie
elementarna kombinatoryka. Wkrétce dowiadujemy sie, ze liczbe te oznacza

sie przez (Z) (symbol Newtona), a nastepnie poznajemy rézne metody jej
wyznaczania.

Wyjsciowe pytanie o liczbe podzbioréw przeniesiemy na nieco wyzszy poziom
abstrakcji, zmieniajac w nim kilka poje¢. Stowo zbidr zamienimy na przestrzen
liniowa nad ciatem skoriczonym, podzbior na podprzestrzen. Zamiast mocy zbioru
(w tym przypadku liczby elementéw) bedziemy rozwazaé wymiar przestrzeni.
Mozemy teraz zadaé¢ analogiczne pytanie w $wiecie przestrzeni liniowych.

Jaka jest liczba roznych k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych przestrzeni
n-wymiarowej nad q-elementowym cialem? Zanim poznamy odpowiedZ na to
pytanie, przyblizymy pojecia, ktérych ono dotyczy.

Rozwazmy zbidér reszt z dzielenia przez liczbe pierwsza p z dodawaniem

i mnozeniem modulo p. Dla przyktadu, przy p =11 mamy 78 =4 oraz 4 ©®5 = 9.
Dziatania te maja, przedstawione na marginesie, naturalne wlasnosci, dzieki
czemu zaprezentowana strukture mozemy nazywaé cialem (ktére, rzecz jasna,
jest skoriczone). Przedstawiony sposéb nie jest jedynym, w jaki mozna otrzymaé
skoriczone ciato — na potrzeby naszych rozwazan istotny jest jednak tylko fakt,
ze takie struktury istnieja.

Niech F bedzie cialem skoniczonym. Rozwazmy zbiér wszystkich n-elementowych
ciagow liczb z F, czyli F™. Takie ciagi mozna w naturalny sposéb dodawaé

i mnozy¢ przez liczby z F, na przyklad (wracajac do opisanego wczesniej ciala
reszt z dzielenia przez 11 oraz biorac n = 2) mamy (7, 3) + (8,10) = (4, 2)

oraz 5 - (7,3) = (2,4). Dzialania te sa ,porzadne”, to znaczy spelniaja prawa
tacznodci, przemiennosci i rozdzielnosci. Sprawia to, ze F™" mozemy traktowac
jako przestrzen liniowg nad ciatem F; jej elementy bedziemy nazywaé wektorami.

Niektore podzbiory F™ sa bardzo szczegodlne i nie mozna z nich ,uciec”, dodajac
dowolne dwa ich elementy oraz mnozac je przez liczbe z F. Takie zbiory
nazywamy podprzestrzeniami wyjsciowe]j przestrzeni — nazwa jest bardzo
naturalna, gdyz podprzestrzenie same w sobie moga by¢ traktowane jako
przestrzenie liniowe nad rozwazanym cialem. Przykladem jest zbiér ciagéw
statych. Nieco ogdlniej, wystarczy wzia¢ dowolny wektor v z naszej przestrzeni
i rozpatrzec zbior jego wielokrotnoéci, tzn. wektoréw postaci a - v dla a € F.
Podprzestrzenie tej postaci nazywamy jednowymiarowymsi. Jak mozemy
zwiekszy¢ ich wymiar? Wystarczy znalez¢ wektor w spoza tej podprzestrzeni

i rozwazy¢ zbior wektoréw postaci a - v + b - w (sa to kombinacje liniowe wektoréw
v iw) — to tez bedzie podprzestrzen, juz dwuwymiarowa. Ogdlnie, podprzestrzen
k-wymiarowa sktada si¢ z kombinacji liniowych uktadu k wektoréw o tej
wlasnosci, ze zaden z nich nie jest kombinacja liniowa pozostalych (o takim
ukladzie méwimy, ze jest liniowo niezalezny).

Mozemy juz przejs¢ do wyjsciowego pytania. Przestrzen F” sklada sie z ¢"
wektoréw (gdzie g to liczba elementéw ). Cheemy wyznaczyé liczbe jej réznych
k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych. Bedziemy ja oznaczaé przez (Z)q

Do opisania podprzestrzeni k-wymiarowej wystarczy wskazaé k liniowo
niezaleznych wektoréw vy, ..., v z tej przestrzeni. Poniewaz poruszamy sie

po przestrzeni nad cialem skonczonym, to wyznaczenie liczby takich k-tek
sprowadza sie do prostego przeliczenia. Wybierzmy najpierw wektor v;. Jedyne,
0 co musimy sie zatroszczy¢, to zeby byl on rézny od wektora zerowego. Ze
wszystkich g™ wektoréw, ktére sg dostepne, musimy wykluczyé tylko ten jeden.
Wektor v; mozemy zatem wybra¢ na ¢" — 1 sposobéw.

Na wektor vo mamy juz odrobine mniej kandydatéw. Nie moze on nalezeé¢ do
podprzestrzeni rozpinanej przez wektor v;. Elementéw tej podprzestrzeni jest
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Donald Ervin Knuth (ur. 10 stycznia
1938 r.) — amerykariski matematyk

i informatyk. Jeden z pionieréw
informatyki, jest znany m.in.

z wielotomowego dziela Sztuka
programowania. Jest tez autorem
systemu sktadu drukarskiego TEX.

Operacje elementarne to: dodawanie
wierszy, mnozenie wiersza przez
niezerowy skalar oraz zamiana
kolejnosci wierszy.

Zredukowana posta¢ schodkowa ma

nastepujace cechy:

e pierwszy niezerowy element od lewej
w kazdym wierszu to 1 (te jedynke
bedziemy nazywaé¢ wiodaca),

e wszystkie pozostale elementy
w kolumnie, w ktérej jest jedynka
wiodaca, to zera,

e w kazdym wierszu jedynka wiodaca
pojawia sie na prawo od jedynki
wiodacej w poprzednim wierszu.

tyle, na ile sposobéw mozemy pomnozy¢ ten wektor przez element ciata F' (tych
elementéw jest ¢). Wektor vy wybieramy zatem na ¢ — ¢ sposobdéw.

Wektor vs nie moze naleze¢ do podprzestrzeni rozpietej przez oba wczedniej
wybrane. Wykluczamy wiec doktadnie ¢? wektoréw.

Jezeli wybraliSmy juz | wektoréw, to kolejny nie moze by¢ kombinacja liniowa
poprzednich, w zwiazku z czym mamy juz tylko ¢" — ¢' mozliwoéci. Réznych k-tek
wektoréw niezaleznych mamy wiec

(@" = 1)(@"—q)(@"—¢*) - (¢" =" ).

Oczywiscie, niektére uktady wektoréw generuja te same podprzestrzenie, nas
interesuja te generujace rozne. Kazda podprzestrzen wymiaru k mozemy uzyskac
na tyle sposobdw, ile réznych k-tek wektoréw niezaleznych w niej znajdziemy.
Wiemy dokladnie, ile jest takich k-tek (przed chwila wlasénie to policzylismy!):

(@~ D" — )" — ) (¢" — ).

Zatem ostatecznie szukana przez nas liczba wyraza sie nastepujaco:

(”) _ (" =1(¢" - 9 (¢" =" ") _ (" —1)(q" L = 1) (g™ FF — 1)
K (¢* =" —q)---(¢" =" ) (" =D =1 (¢g=1)

Wzér ten nie jest nowy, a dobér oznaczenia nie jest przypadkowy. Formula ta
nazywana jest wspolczynnikiem dwumianowym Gaussa, a pierwszy raz zostala
uzyta przez tego stynnego matematyka do znalezienia wzoru na tak zwane sumy
Gaussa. Ale czy ma ona, oprocz nazwy, jaki$ blizszy zwiazek ze wspolczynnikiem
dwumianowym Newtona? Przyjrzyjmy sie blizej. Przypomnijmy, Zze zachodzi
algebraiczna réwnosé ¢°* — 1= (¢ —1) Ef;& q', w zwiazku z czym powyzszy
utamek mozna ,skrécié” przez (¢ — 1), otrzymujac

n—2 n—k
<7’L> :Zz Oq Zz 09" : Zz 0 4
k q Zz oq ZL ()q‘ 'Zi:()q

Jezeli zatem potraktujemy (Z)q jak funkcje zmiennej rzeczywistej ¢, dostaniemy

(%)

(2)1 = (Z) Widzimy wiec wyraznie, ze co$ jest na rzeczy. Tylko, ze po
analitycznym podejsciu do sprawy trudno nam powiedzie¢ co$ oprdcz tego, iz
zalezno$¢ (ktorej zreszta sie spodziewaliSmy) istnieje. A gdybys$my chcieli poczué
jej istote? Zrozumieé¢ charakter? W tym celu musimy si¢ udaé¢ po pomoc do
Donalda Knutha, ktory podszedt do sprawy z zupelnie innej strony.

Sprobujmy jeszcze raz zliczy¢ podprzestrzenie wymiaru k, tym razem innym
sposobem. Po pierwsze, umiesémy wektory vq,..., v, w macierzy, jako jej wiersze.
Taka macierz mozemy, poprzez elementarne operacje na wierszach, sprowadzié¢
do tak zwanej zredukowanej postaci schodkowej

U1 O.c.l e Oo Qe
elementarne 0...00...01 %x+--%x0%---x%

. operacje na wierszach

Vs 0...00...000...01%:x

Mozna udowodnié, ze jezeli wiersze dwdch takich macierzy generuja te sama
przestrzen, to macierze te sa réwne. Zliczenie wszystkich interesujacych nas
podprzestrzeni sprowadza si¢ wiec do policzenia, ile jest réznych zredukowanych
macierzy schodkowych. Zeby je policzy¢, sprobujmy usunaé z takiej macierzy
wszystko, co ,zbedne”. Z pewno$cia zbedne sa wszystkie zera, na lewo od
jedynek wiodacych. Mozemy je wiec bezkarnie usunaé¢. Kolumny zawierajace
wiodace jedynki réwniez nie beda mialy dla nas znaczenia, wiec je tez usunmy
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Otrzymalidémy macierz zawierajaca

* | %k
puste pola oraz pewne liczby. Tak k .
naprawde nie interesuje nas, jakie to

sg liczby, wiec mozemy kazda z nich *|*
zastapi¢ gwiazdka. n—k

Czyli mamy diagram o wymiarach k na n — k.
Oznaczmy pojedynczy diagram przez A, a liczbe
gwiazdek w nim przez |\|. Zauwazmy, ze z diagramu A
mozemy ,odzyska¢” posta¢ macierzy, z ktérej powstal.
Kolumny z jedynkami wiodacymi wstawiamy w sposéb
jednoznaczny, podobnie jak zera po ich lewej stronie.
Natomiast gwiazdki mozemy zastapié¢ elementami
ciala F' na wszystkie mozliwe sposoby, ktérych jest
dokladnie ¢

01 x 00 % =

00 1 *
0 0/0 * |k
dowolnie

I tak oto dochodzimy do wniosku, ze réznych
zredukowanych macierzy schodkowych, a wiec réwniez
podprzestrzeni k-wymiarowych przestrzeni n-wymiarowej

jest:
n
_ [Al
(k) Y
4 ACkx(n—k)

()
gdzie zapis A C k x (n — k) oznacza, ze diagram A

»miesci” si¢ w macierzy o k wierszach i n — k kolumnach.

7 powyzszej formuly widaé ponadto, ze (Z)q wyraza
sie zawsze jako wielomian stopnia (n — k)k zmiennej ¢
o catkowitych dodatnich wspotczynnikach. To nie
bylo od razu widoczne z formuly (%), gdyz na pozér

Zagniezdzone pierwiastki
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nie wydaje sie, aby wystepujacy tam utamek moégt
zostaé skrécony. Warto réwniez podkreslié, ze réwnosé
pomiedzy prawymi stronami réwnan (x) i («*) zachodzi
dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢; na mocy naszych
rozwazan jest bowiem prawdziwa dla dowolnego ¢
bedacego licznoscia pewnego ciata skonczonego

(w szczegdlnosei dla liczb pierwszych), a jesli funkcje
wymierne (tzn. ilorazy wielomianéw) przyjmuja te same
wartosci dla nieskonczenie wielu argumentow, to sa
rowne wszedzie tam, gdzie sa okreslone.

Pozostalo nam jeszcze policzyé¢, ile jest réznych
diagraméw o |\| gwiazdkach. Jezeli przyjrzymy sie
doktadnie pojedynczemu diagramowi i obrécimy go

0 90°, to zobaczymy, ze w istocie jest on tym samym,

co tak zwany diagram Ferrersa (znany matematykom od
dawna i dokladnie zbadany).

Diagramy Ferrersa reprezentuja podzialy liczby naturalnej na
skoniczona liczbe dodatnich sktadnikéw, przy czym ich kolejnosé jest

nieistotna. Zliczanie takich diagraméw jest réwnowazne zliczaniu
réznych podziatéw.

Fatwo policzyé, ile jest takich k

diagramow. Mozemy kazdy z nich
utozsamic¢ z linia tamana stanowiaca

jego prawostronny obrys (na rysunku
diagram Ferrersa dlan =71k = 3). *
Zeby otrzymaé taka linie, zlozona

z n kresek, musimy wybra¢ doktadnie

k miejsc, na ktorych postawimy kreski poziome,

a mozemy to zrobi¢ na (2) sposobdw. Dzieki temu, ze
policzylidmy, ile jest réznych diagraméw o mocy |A|,
mozemy ponownie stwierdzi¢ stuszno$é interesujacej
nas zaleznoéci; wystarczy zauwazy¢, ze dla ¢ = 1 prawa
strona (xx) jest liczba wszystkich mozliwych diagraméw
Ferrersa, czyli wynosi (}).

Jarostaw GORNICKI*

W 1911 roku Srinivasa Ramanujan (1887-1920) zaproponowal czytelnikom
Journal of the Indian Mathematical Society (JIMS 3 (1911), Question 289, p. 90)
wyznaczenie wartosci:

(a) \/1+2\/1+3\/1+4\ﬁ, (b) \/6+2\/7+3\/W.

Poniewaz pytania te w 1911 r. nie doczekaly sie odpowiedzi, wigc Ramanujan
podal je w kolejnym tomie JIMS 4 (1912), p. 226. Zadania Ramanujana mozna
rozwiazaé prosto i elegancko.

a) Zauwazmy, ze
(a) '

nn+2)=ny1+m+1)(n+3), n=12,....
Niech f(n) = n(n + 2), wtedy

f)=ny/1+fn+1)=ny/1+n+1)f(n+2)=...,

zatem

O innych wzorach Ramanujana pisaliSmy
w A

n(n+2):n\/1+(n+1)\/1+(n+2)\/1+---.



