Z takimi deklaracjami nalezy uwazacé.
Uczciwiej byloby napisaé¢ na dziern
dzisiejszy bezpieczniejszy, gdyz nie znamy
zadnych $cistych dolnych oszacowan na
czas rozwigzywania tych probleméw.

W kazdej chwili moze kto$ znalezé jakis
efektywniejszy algorytm i sytuacja moze
si¢ odwrécié.

Po co wigc te cate krzywe eliptyczne? Po prostu najszybsze algorytmy
rozwigzujace logarytm dyskretny dla losowej krzywej postaci Kr, sa jeszcze
wolniejsze niz algorytmy dla grupy IF,, podobnego rozmiaru. Konkretnie dla
krzywych eliptycznych wszystkie znane ogdlne algorytmy rozwiazujace problem
logarytmu dyskretnego dzialaja w czasie

2O(ln D) > 20( {/Inpinin? p) )

Oznacza to, ze kazdy protokol kryptograficzny, oparty o problem logarytmu
dyskretnego, staje sie bezpieczniejszy bez zwiekszenia p (a wiec bez zwigkszenia
rozmiaru kluczy), jesli tylko zmienimy grupe, z ktéra pracujemy, z F,

z mnozeniem na Ky, z dodawaniem punktéw. Dokladnie z tego powodu juz nie
jest popularne uzywanie podpisu cyfrowego DSA (z roku 1991), a powszechnie
uzywa sie podpisu ECDSA (z roku 1999) — czyli jego odpowiednika, ale opartego
o krzywe eliptyczne.

A jednak ta geometria algebraiczna gdzies si¢ przydaje!
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Problemy sztucznej grawitacji

Szymon CHARZYNSKI

Podréze w kosmos to marzenie wigkszosci dzieci i licznej grupy dorostych
(wliczajac autora). Niestety, okazje do zrealizowania tych marzen miata, jak

na razie, bardzo nieliczna grupa ludzi, a najdalsze loty zalogowe odbyte do tej
pory to te z przetomu lat szesédziesiatych i siedemdziesiatych dwudziestego
wieku w ramach programu Apollo, dzigki ktéremu ludzie kilkukrotnie ladowali
na Ksigzycu. Z kolei najdtuzsze pobyty w przestrzeni kosmicznej byty udziatem
zalég stacji kosmicznych krazacych na niskiej orbicie okoloziemskiej (kilkaset km
nad jej powierzchnia) i trwaly kilka miesiecy. Pomimo tego, ze podbdj kosmosu
przez gatunek ludzki jest ciagle jeszcze w powijakach, to wizjonerzy snuja
ambitne plany kolonizacji innych planet, zakladania na state zamieszkalych
baz w przestrzeni i wysytania zatogowych statkow nawet poza Uktad Stoneczny.

Te kilkadziesiat lat doswiadczen z lotami kosmicznymi nauczyly nas, z jakimi
problemami przyjdzie si¢ mierzy¢ konstruktorom pojazdéw przysztosci i ich
zalogom. Jednym z nich jest problem ciazenia, a raczej jego braku. Dlugie
pozostawanie w stanie niewazkosci ma dla organizmu ludzkiego rézne, bardzo
negatywne skutki zdrowotne. Dlatego wizjonerzy planujacy dlugie podréze
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kosmiczne musza zapewni¢ podréznikom jakas forme ciazenia. Nazywa si¢ to
czasami niezbyt trafnie sztuczng grawitacjg. W tym artykule zajmiemy sie
analiza jednej z hipotetycznych metod zapewniania ciazenia pasazerom stacji

i pojazdom kosmicznych. Jest to jeden z najprostszych i oczywistych pomystéw
zastapienia grawitacji sila odérodkowa.

Wyobrazmy sobie pojazd w ksztalcie walca wirujacy wokdt swojej osi. Na
dowolny obiekt spoczywajacy na wewnetrznej powierzchni takiego walca bedzie
dziatata sita bezwladnosci dociskajaca go do tej powierzchni, dana wzorem

2
F = m*, gdzie v to predkos¢ punktu na obwodzie walca, a R to promien.

Sita ta jest proporcjonalna do masy m, a wspélczynnik proporcjonalnosci %
zastepuje przyspieszenie grawitacyjne. Aby osoba stojaca na wewnetrznej
powierzchni wirujacego walca odczuwala przyspieszenie réwne przyspieszeniu

2

ziemskiemu g, to musi by¢ spelniony warunek % = g. Oznacza to, ze walec
o zadanym promieniu R musi wirowa¢ z predkoscig v = \/gR, co przelicza
sie na okres obrotu T' = 27,/ %, tak aby iloczyn predkosci i okresu byl rowny
obwodowi walca v - T = 27 R. Widzimy wiec, ze zaréwno predkosé, jak i okres
rosng proporcjonalnie do v/R. Dla R = 50 m mamy, na przyklad, v ~ 22 =
iT~14s,adla R=100m mamy v~ 317 1T ~ 20s.

Mieszkaniec tak skonstruowanego statku bedzie jednak moégt zauwazyé pewne
réznice miedzy stalym polem grawitacyjnym na powierzchni Ziemi a sztucznym
cigzeniem wywolanym sila odérodkowa. Opiszemy teraz szczegdlowo, co bedzie
sie¢ dzialo z podrzucanymi przedmiotami, co jest istotne dla mieszkanca, ktory
chciatby umili¢ sobie czas zonglowaniem lub gra w ping-ponga, tenisa, pitke
nozna czy siatkowke.

Zacznijmy od najprostszego eksperymentu: podrzuémy pitke pionowo do géry.
Na Ziemi spodziewaliby$my si¢, ze spadnie nam z powrotem do reki, poruszajac
sie w gore i w dot wzdluz tej samej prostej pionowej linii. Niestety, ta intuicja
zawodzi nas we wnetrzu wirujacego walca. Tor lotu podrzuconej pionowo pitki
(z predkoscia poczatkowa prostopadlyg do powierzchni walca) bedzie wygladal jak
na rysunku 1. Pitka wyrzucona w punkcie S spadnie w punkcie K, znajdujacym
sie dalej w kierunku, w ktérym wiruje walec (tutaj przeciwnie do kierunku ruchu
wskazdwek zegara). Efekt ten mozna wyjasni¢ dziataniem sity Coriolisa, ktora
pojawia sig, kiedy obiekt w ukladzie obracajacym si¢ zmienia odlegtos¢ od

osi obrotu. Zwiazane z ta sila tzw. przyspieszenie Coriolisa jest dane wzorem
dc = —2(d x 7), gdzie & jest wektorem predkosci katowej charakteryzujacej
obrét, a v predkoscia obiektu. Przyspieszenie to jest prostopadle zaréwno do
predkosci ¥, jak i predkosci katowej . W rozwazanym na rysunku 1 przypadku
w czasie wznoszenia pitki jest ono skierowane w prawo i dlatego tor lotu w fazie
wznoszenia odchyla si¢ w prawo. W fazie opadania predko$¢ ma przeciwny zwrot
i sita Coriolisa dziala w lewo, odchylajac w lewo tor lotu, wskutek czego pitka
uderza w powierzchnie pionowo, ale w innym miejscu.

Inne, ré6wnowazne wyjasnienie tego efektu otrzymamy, opisujac lot

w inercjalnym, czyli nieobracajacym si¢ uktadzie odniesienia — tak jakby

opisal go swobodnie poruszajacy sie astronauta przebywajacy na zewnatrz
stacji kosmicznej. Z punktu widzenia inercjalnego obserwatora w chwili, kiedy
wypuszczamy pitke z reki, zaczyna ona poruszaé sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym, poniewaz nie dzialaja na nia zadne sily (pomijamy tutaj

opory powietrza). Pilka leci wiec po prostej z punktu S do punktu K, jak na
rysunku 2. Predkos$¢ poczatkowa pitki mierzona w ukltadzie inercjalnym jest
suma sktadowej pionowej, z jaka zostala wyrzucona i predkosci, z jaka obraca
sie walec, ktéra w punkcie S jest skierowana poziomo. Na rysunku 2 skladowe te
akurat sg réwne i pitka startuje pod katem 45°. Dla walca o $rednicy R = 50m
oznacza to nadanie pilce predkosci pionowej okoto v ~ 22 7. Zawodowi
baseballisci potrafia miota¢ dwa razy szybciej, nie méwiac o pitkarzach
kopiacych pitke, natomiast predkosé rzedu 10 3 jest osiggalna praktycznie dla
kazdego — tyle potrzeba, zeby podrzucié¢ pitke na wysokosé okoto 5 m. Wypadkowa
predkosé pitki jest wigksza od predkosci obrotowej walca i w czasie, kiedy pitka
przeleci z punktu S do punktu K, walec obroci si¢ zaledwie o tyle, ze punkt S
przesunie si¢ do miejsca oznaczonego S’.
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Rozwigzanie zadania F 957.

Jezeli noga pitkarza w momencie
zderzenia z pitkg porusza sie

z predkodcig u, to w zwigzanym z nig
uktadzie odniesienia predko$é pitki
wynosi v + u (przyjmujemy, ze o§ ruchu
jest zgodna z kierunkiem ruchu pitki). Po
calkowicie sprezystym zderzeniu predkosé
pitki w tym samym ukladzie odniesienia
wyniesie —(v 4+ u), a jej predkosé
wzgledem ziemi wyniesie —(v 4+ u) — w.
Jezeli pitka po uderzeniu zatrzyma si¢ to

v+42u=0,astagd u =—v/2 = —-5m/s.
Znak minus wskazuje, ze noga pitkarza
powinna poruszaé sie w tym samym

kierunku, co pitka przed uderzeniem.

To jak mamy podrzuci¢ pitke, zeby wroécila do miejsca wyrzutu i dala sig
znowu zlapaé¢? Wystarczy nadaé jej odpowiednio mniejsza predkosé poczatkowa
w uktadzie inercjalnym, tak aby w czasie lotu walec zdazyl sie¢ obrécic¢ i aby
punkt S’ znalazl si¢ w miejscu ladowania pitki, jak na rysunku 3. Pitka

leci tu po tym samym torze co na rysunku 2, tylko wolniej — obie sktadowe
predkoéci poczatkowej sa mniejsze. Oznacza to, ze opisujac ten ruch w uktadzie
obracajacym si¢, musimy nadac pitce predkosé poczatkowa, ktora bedzie miata
sktadowa w kierunku poziomym, zwrdcona przeciwnie do kierunku obrotu walca,
czyli rzuci¢ ja na ukos, jak na rysunku 4. Pilka zatoczy wtedy przedstawiona
na rysunku petle i wpadnie nam z powrotem w rece. Maksymalna wysoko$c,

na ktéra pitka sie wzniesie, jest réwna strzalce tuku laczacego punkty S i S’

na rysunku 3, czyli odlegtosci od punktu M do okregu.

Latwo sie przekonaé, ze im wyzej pitke chcemy podrzucié, tym bardziej ukosnie
musimy to zrobi¢, co widaé¢ na rysunku 5 przedstawiajacym tory lotu pilek
wznoszacych sie na rézne wysokosci. Rysunek 6 przedstawia te same rzuty
widziane w uktadzie inercjalnym. Widaé, ze im wyzej chcemy podrzucié, tym
mniejsza musi by¢ predko$é poczatkowa w ukltadzie inercjalnym, tak aby

w czasie lotu walec zdazy? sie jak najwiecej obrocié, a pitka pozostawala jak
najdiuzej w powietrzu. Najwyzsza trajektoria na rysunku 5 odpowiada obrotowi
walca o % jego obwodu, co tatwo odczytaé z rysunku 6. Nic nie stoi jednak na
przeszkodzie, abyémy tak podrzucili pitke, aby w czasie jej lotu walec wykonal,
na przyktad, péttora obrotu. Taka sytuacje przedstawia rysunek 7. Na kolejnych
rysunkach przedstawiono trajektorie pitki lecacej wystarczajaco wolno, aby walec
wykonal dwa i p6l (rys. 8) albo nawet sze$¢ i p6t obrotu (rys. 9). W ukladzie
inercjalnym wszystkie te trzy trajektorie wygladaja w sposéb przedstawiony na
rysunku 10, przebiegane sa tylko z réznymi predkosciami.

Widzimy, ze planujac rzut tak, aby méc wyrzucona pitke ztapaé¢, musimy
uwzgledniaé predkosé obrotowa walca i wiedzieé, jak wzgledem kierunku tej
predkoéci jestesmy zorientowani. Jasne jest, ze planujac rzut tak, aby trafié¢

w jaki$ konkretny punkt, niekoniecznie ten, z ktérego wyrzucamy, musimy
zawsze uwzgledniaé¢ site Coriolisa, ktéra bedzie zalezeé od tego, w ktéra strone
rzucamy czy kopiemy pitke. Wewnatrz walca o matym promieniu pitka bardzo
mocno kopnieta w jedng strone blyskawicznie spadnie na ziemie, podczas

gdy tak samo kopnieta w druga moze wznie$¢ sie na niebotyczna wysoko$é,
zataczajac po drodze kilka petli, jak na rysunku 9. Efekt ten uczyni tego typu
gry znacznie trudniejsze niz w ziemskim polu grawitacyjnym.

Opisane efekty sa tym mniejsze, im wiekszy jest promien stacji R, poniewaz
predko$é katowa obrotu w = \/% maleje ze wzrostem promienia, a z nig maleje
sita Coriolisa. Mozna wiec minimalizowa¢ niepozadane efekty, zwickszajac
rozmiar stacji, ale catkowicie efektu nie da sie wyeliminowacé, a problem

z rzucaniem pitki nie bedzie jedynym problemem z tego typu sztuczna
grawitacja. Oprécz tego, ze trzeba bedzie uwazaé na dziwnie latajace przedmioty,
ktorym kto$ przez przypadek nadat nieodpowiednig predkosé poczatkows,
zaobserwujemy inne ciekawe efekty. Biegajac lub jezdzac na rowerze wewnatrz
takiej stacji kosmicznej, bedziemy zmienia¢ odczuwana site ciazenia w zaleznosci
od tego, czy nasza predkos¢ wzgledem stacji bedzie sie dodawac¢ czy odejmowac
od predkosci obrotowej. Wewnatrz walca o wystarczajaco malym promieniu
mozna bedzie, rozpedzajac sie na rowerze, oderwaé sie od powierzchni

i doswiadczy¢ stanu niewazkosci. Trzeba tez bedzie uwazaé przy wstawaniu,

bo sita Coriolisa bedzie chciata nas przewrdcié, tak jak zakrzywia tor wznoszacej
sie pitki. Trzeba bedzie wstawaé powoli i pochylaé¢ sie w odpowiednia strone.
W dodatku sita ciazenia, dziatajaca na gtowe, bedzie mniejsza niz dziatajaca
na stopy, strumien wody lecacej z kranu bedzie si¢ zakrzywial, podobnie jak
tory spadajacych swobodnie przedmiotéw. Powierzchnia wody w basenie

bedzie wklesta, a plywanie w jedna strone bedzie trudniejsze niz w druga.

Gdy potozymy otéwek na plaskim biurku, to w poblizu lewej krawedzi

bedzie sie staczal na lewo, a w poblizu prawej na prawo (pod warunkiem,

ze kierunek lewa-prawa odpowiada kierunkowi obrotu walca). Zachgcamy
Czytelnikow do zastanowienia sie, jakie jeszcze ciekawe zjawiska bedzie mozna
zaobserwowac.
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