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Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan

650 (WT = 3,74), 651 (WT = 3,49)
652 (WT = 2,8), 653 (WT = 2,86)
z numeréw 1 i 2/2018

Tomasz Wietecha
Tomasz Rudny
Marian Lupiezowiec
Jacek Konieczny
Ryszard Wozniak
Krzysztof Magiera
Karol Lukanowski
Aleksander Surma
Michal Kozlik

Rys. 3

Rys. 4 Q

\

Tarnéw
Gliwice
Gliwice
Poznan
Krakow
FLosiow
Niemcz
Myszkéw
Poznan

42,97
39,04
38,86
29,80
28,77
28,70
23,85
18,96
17,39

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 —3S/N, gdzie S oznacza sumg¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
o0séb, ktore nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
‘Weterana. Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 4/2018
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy treé¢ zadan:

656. Naczynie odizolowane cieplnie od otoczenia rozdzielone jest na dwie czesci tlokiem, ktéry moze
przemieszczaé si¢ bez tarcia (rys. 1). Tlok polaczony jest z prawa $cianka naczynia za pomoca
sprezyny. Gdy tlok styka sie z lewa Scianka naczynia, sprezyna jest nieodksztalcona. W lewej

czedci naczynia znajduje sie n moli jednoatomowego gazu doskonalego, w prawej czesci jest préznia.
Ile ciepta musi pobraé¢ gaz (np. od umieszczonej w naczyniu spirali grzewczej), aby jego temperatura
wzrosta o AT? Pojemno$é cieplna naczynia, tltoka i sprezyny zaniedbujemy.

657. Na nieprzewodzacym dysku o promieniu R umocowany jest wzdluz cieciwy drut o dtugoéci [
(rys. 2). Dysk obraca si¢ ze stalg predkoscig katowa w. Wektor indukcji jednorodnego pola
magnetycznego B skierowany jest prostopadle do dysku. Znalez¢ sile elektromotoryczng indukcji
migdzy $rodkiem a koncem drutu.

656. Cieplo @, pobrane przez gaz, powoduje przyrost AU jego energii
wewnetrznej oraz zwickszenie energii potencjalnej sprezyny:
2_ .2
r5—x
Q= AU+k%7

gdzie k jest wspolczynnikiem sprezystosci, a z2 i 1 sa odksztalceniami sprezyny
w stanach koncowym i poczatkowym. Dla gazu jednoatomowego
3
Z&lj’:: 5271}313{11
Z warunkow réwnowagi w stanach poczatkowym i kotficowym p;S = kx; oraz
z réwnan Clapeyrona p;x;S = nRT;, gdzie i = 1,2, a p; jest ciSnieniem gazu,
T; jego temperatura, S powierzchnia tloka, otrzymujemy zwiazki kz? = nRT;.
Szukane cieplo wynosi
Q = 2nRAT.

657. Zadanie mozemy rozwiazaé, korzystajac z praw magnetostatyki lub z prawa
indukcji Faradaya.

a) Rozwazmy punkt P w odleglosci x od érodka drutu (rys. 3). Na swobodny
elektron w tym punkcie dziala sita Lorentza F, ktérej sktadowa, réwnoleglta do
drutu, dana jest wzorem: F| = eBwrsina = eBw. Srednia warto$é tej skladowej
na odcinku o dtugosci é jest réwna Fg. = eBwé. Szukane napiecie wynosi:
g Lol Bl
2e 8
Potencjatl konca drutu jest wyzszy niz potencjal jego $rodka.

b) Rozwazmy odcinek drutu o dtugosci £ (rys. 4), obracajacy sie z okresem
2 . A1 . . .

T = 7% migdzy dwoma wspolsrodkovv}z/ml przewodzacymi okregami

o promieniach R i b, gdzie b> = R* — L. Szybkoé¢ zmian strumienia pola

magnetycznego w obwodzie przedstawionym na rysunku 4 ma wartosé

AD| m (RQ—bz) B Buwl?
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20



n=0,1,2,...;
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Rozwigzania zadan z numeru 4/2018
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tre$¢ zadan:

759. Cigg nieskoiiczony xg, 1, T2, ... jest okreslony wzorem rekurencyjnym «,41 = 227%n (la
wyraz poczatkowy x jest dowolng liczba z przedzialu (3/2, 2). Wyznaczy¢ wszystkie
liczby, bedace granicami zbieznych podciagéw ciagu (z,,).

760. Dowie$¢, ze istnieje nieskoniczenie wiele dodatnich liczb rzeczywistych x, dla ktérych kazda
2z liczb x1/2 +m71/2 oraz z1/3 +,1:71/3 jest calkowita.

759. Ciag (x,) powstaje przez iterowanie funkcji

f(x) = 2272, ktéra bedziemy badaé¢ na przedziale [1,2].

Poniewaz f maleje od wartosci f(1) = 2 do wartosci
f(2) =1, zatem odwzorowuje przedzial [1,2] na siebie
i ma w tym przedziale dokladnie jeden punkt staty &
(tj. taki, ze f(§) =¢&). Obrazem przedzialu (1,¢) jest
przedzial (€,2), i na odwrét. Stad wniosek, ze wyrazy
ciagu (x,) o numerach parzystych naleza do jednego
z tych przedzialéw, a te o nieparzystych — do drugiego.

Réwnosé f(€) = € przepisujemy jako &-28 = 4.
Funkcja 1 (t) = t-2' jest rosnaca; przy tym
B/ In2) = /2 <4, (€)= 4, $(3/2) =3v3 > 4,

wobec czego
(1) — << .

Poniewaz (z zalozenia) xo > 3/2, zatem
%0, T2, T4, ... € (§,2), zas x1,23,5,... € (1,€).

Uzyjemy rachunku pochodnych. Oznaczmy (dla
krétkosei): ¢ = In2 i zauwazmy, ze f' = —cf. Niech
g = fof. Wbéwczas

g = of)f'==c(fof)(—cf)=c [y

i dalej:

2) ¢"=(f-g+f9g)=

= ((—ef) g+ L frg) = frge (1),
Dla z € [1,£] mamy nieréwnos¢ f(z) =€ > 1/c
(por. (1)), wiec wyrazenie w nawiasie po prawej
stronie (2) ma w tych punktach warto$é dodatnia. To
znaczy, ze funkcja g jest Scisle wypukla w przedziale [1, ];
a poniewaz g(1) =1, (&) = &, zatem
(3) gz) <z dla ze(1,§).
Ciag x1, 23,5, ... lezy w przedziale (1,¢) i jest
generowany rekurencyjnie wzorem Z,.a2 = g(Zy).
Nieréwnosé (3) pokazuje, ze jest to ciag malejacy,
i w konsekwencji zbiezny. Jego granica musi by¢
punktem stalym funkcji g; jednak nie ma takiego punktu
w przedziale otwartym (1,£) (nier6wnosé (3)). W takim
razie granica tego ciagu musi by¢ liczba 1.

Funkcja ciagta f przeprowadza ten ciag na ciag rosnacy
To, T4, g, ..., KtOrego granica jest wobec tego liczba
f(1) = 2. To dowodzi, ze niezaleznie od wyboru wyrazu
poczatkowego xq € (&,2), ciag (x,) ma podciagi zbiezne
do dwbch réznych granic: 1 oraz 2 (i do zadnej innej,

bo dowolny podciag ma nieskonczenie wiele wspélnych
wyrazéw z jednym ze znalezionych podciagéw, zbieznych
do 1 lub 2).

760. Przy oznaczeniach
a=az"2 412

mamy zwiazki: a? =r+a2714+2, b3 =x+271+3b, z ktérych wynika

(4)

tozsamosé

()

b=al/3 4 pm1/3

a? = (b+2)(b—1)%

Gdy liczby a, b sa naturalne, czynnik b+ 2 musi by¢ kwadratem liczby
naturalnej; wiec b = ¢>—2 (c € N). Zgodnie z (4), jest to suma liczb x'/3, z=1/3

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
753 (WT = 3,24) i 754 (WT = 1,22)
z numeru 1/2018

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86

Tomasz Choczewski  Szczecin 37,31
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,72
Michal Miodek Warszawa 32,78
Michal Kozlik Gliwice 32,23

Krzysztof Kaminski Pabianice 31,60

ktérych iloczyn wynosi 1. Zatem z'/3, 27/3 to pierwiastki tréjmianu
kwadratowego
(6) t?—(c2—2)t+1 (zmiennej t € R);

istnieja (w R) gdy ¢ > 2; i sa wéwezas dodatnie. Wyznaczamy je zwykla metoda,
podnosimy do trzeciej potegi, i dostajemy wniosek:

1 3
(7) xoraz x ' to liczby g(c2—2i c4—4c2) .

Rozumowanie mozna odwrdécié. Dla dowolnej liczby naturalnej ¢ > 2 okreslamy
wzorami (7) pare liczb rzeczywistych, wzajemnie odwrotnych: z oraz = (jedna
ze znakiem plus w nawiasie, druga ze znakiem minus). Wéwczas /3, 271/3 sa
pierwiastkami tréjmianu (6); ich suma wynosi ¢? —2. Liczby a, b, zdefiniowane
wzorami (4), spetniaja réwno$é (5); a poniewaz b= z'/34271/3 = 2 -2,
zatem prawa strona wzoru (5) jest kwadratem liczby calkowitej, wiec liczba a
jest calkowita (liczba b oczywiscie tez).

Wzér (7), z parametrem ¢ = 2,3,4, ..., przedstawia ogdlna postaé liczb « € R
o rozwazanej w zadaniu wlasnosci.
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