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Rys. 1. Mozliwe ruchy ciemnoszarego
pionka
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Rys. 2. Konfiguracja pionkéw, z ktorej
mozna dotrzeé¢ do pola zaznaczonego
krzyzykiem.

Ciekawe zadania o niezmiennikach

i péiniezmiennikach mozna znalezé

w artykutach K. Chelminskiego

i W. Pompego (Afs, AS).

O niezmienniku do badania weztéw jest
artykul J. Gladysza (Alg).

Rys. 3

Autorka niniejszego tekstu o grze
Conway’s Soldiers dowiedziala si¢

z ksigzki o chlopcu, ktéry lubit
sprowadzaé otoczenie, w tym réwniez
ludzi, do liczb, a najlepiej jednej (Mark
Haddon, Dziwny przypadek psa nocng
pora).

Zadanie

Na dziesigciu drzewach, rozmieszczonych
na okregu, siedzi dziesie¢ wiewiérek (po
jednej na kazdym drzewie). Od czasu do
czasu dwie wiewiérki przeskakujg na
sgsiednie drzewa. Czy wszystkie wiewiérki
moga spotkaé sie¢ na jednym drzewie?
Rozwigzanie

Zeby znalezé odpowiedz, mozna
pomalowaé drzewa na dwa kolory, tak
zeby kazde dwa sasiadujgce drzewa byty
w innych kolorach. Parzystos¢ liczby
wiewiérek na drzewach w tym samym
kolorze to w tym przypadku niezmiennik.
Zaczynamy od 5 i 5 — niezaleznie od tego,
jak wiewidrki beda skakaé¢ (ale zgodnie

z zasada opisang w zadaniu), ta
parzystos$¢ si¢ nie zmieni, czyli nie
uzyskamy 10 i 0.

1, 2, 3,4, ... Kamila LYCZEK

Conway’s Soldiers to jednoosobowa tamigtéwka, w ktorej zolierze (pionki)
przedostaja si¢ na terytorium wroga i chca wkroczyé jak najdalej. Na
nieskoniczonej szachownicy, z zaznaczona ,na srodku” pozioma granica, pionki
przeskakuja jeden nad drugim. Dokladniej: ruch polega na przeskoczeniu
pionkiem nad innym znajdujacym si¢ na sasiadujacym polu — tylko poziomo
lub pionowo — i zdjeciu pionka, ktéry zostal przeskoczony.

Poczatkowo wszystkie pionki ustawione sa ponizej granicy (na rysunkach
zaznaczona na szaro). Celem gry jest dostaé sie jak najdalej poza granice.
Nalezy znalezé takie poczatkowe ustawienia pionkéw (dowolnie wielu), zeby
przynajmniej jeden moégt znalezé si¢ 1, 2, 3, 4, ... pola za granica. Rysunek 2
przedstawia ustawienie, ktére umozliwia przekroczenie granicy o 2 pola. Zadanie:
ile najmniej pionkéw jest potrzebnych, zeby przedostac si¢ o 3 i 4 pola od
granicy, pozostawiamy Czytelnikowi.

A teraz zajmiemy si¢ sprawa powazniejsza: jak przedostac sie 5 p6l

za granice? Zeby zmierzyé sie z problemem, wytoczymy oreze, jakim sa
potniezmienniki. Niezmiennikiem nazywamy pewna wlasnosé, ktora nie ulega
zmianie podczas wykonywania procesu (odsylamy do zadania na marginesie).
Natomiast polniezmiennik to wlasnosé zmieniajaca sie w Scisle okreslony sposob
(na przyktad nie rosnie lub nie maleje).

Polom szachownicy przypiszemy wartosci liczbowe i po kazdym ruchu bedziemy
sumowac liczby na zajetych polach. Chcemy znalezé takie wartosci, zeby ta suma
(nazwijmy ja wartoscig gry) pozostawala stala lub zeby malala po kazdym ruchu.
Zauwazmy, ze jeden ruch powoduje, ze na planszy jest o jeden pionek mniej, tak
ze wymaganie nie jest calkiem sztuczne.

Oznaczmy jedynka pole, do ktérego chcemy dotrze¢ — nasz cel. Pozostalym
polom przypiszmy z* (dla kazdego x, ktéry ustalimy pézniej) w taki sposob,
ze k jest liczba wierszy i kolumn, o ktére to pole jest odlegte od ,,17 (rys. 3).

Mozemy wyréznié trzy typy ruchéw w grze (ponizej zakladamy, ze pionek
skaczacy startuje z pola z¥):

1. Przyblizajacy do ,,1” — gdy pionek skaczacy zbliza si¢ do pola 1. Wartos¢ gry
zmieni sie wtedy o zF72 — zF=1 — 2% (2%=2 to pole, na ktérym wyladowat
pionek skaczacy, a 71, 2* to pola, z ktérych zniknety pionki).

2. Neutralny — pionek skaczacy pozostaje w tej samej odlegtosci od ,,1” co przed
skokiem. Warto$é¢ gry zmienia sic o —2*~! (pole, na ktérym stal przeskoczony
pionek).

3. Oddalajacy od ,1” — warto$¢ gry zmienia sie o zF+2

k+1 k

— X — X,

Sprecyzujmy wymagania wobec z, zeby warto$é gry nie zmieniala si¢ wtedy, gdy
przyblizamy si¢ do ,,17, czyli rozwigzmy dla k > 2 réwnanie

() k=2 — gkl gk =,

Mamy dwdéch kandydatéw x = %‘/5 Jeden jest zdecydowanie lepszy od
drugiego. Dla ujemnej wartosci x ruch neutralny moze powodowadé zwiekszanie
wartoéci gry, a przeciez tego nie chcieliSmy. Inny powdd jest taki, ze w dalszej
czesci bedziemy sie starali wypelni¢ pionkami caty nieskonczony wiersz
szachownicy, co w przypadku, gdy |z| > 1, oznaczaloby sumowanie nieskoriczonego
ciggu geometrycznego, o ilorazie wigkszym niz 1. Klopotliwie. .. Bezpieczniej
jest wybraé¢ x = _1%\/5, oznaczmy te warto$¢ przez ¢. Zauwazmy, ze ¢
spelnia wczesniejsze wymaganie o tym, ze w kazdym ruchu warto$é¢ gry
nie moze wzrasta¢ — wartos¢ gry maleje, gdy wykonujemy ruch oddalajacy
(¢F=2 — ¢*~1 — ¢* < 0), przy ruchu neutralnym réwniez.

Zachodza nastepujace réwnosci

P?’=1-9, ¢’=¢-¢° ¢'=¢"-¢



Z powyzszego otrzymujemy ¢ + ¢> + ¢t + - =1
(dodaliSmy prawe i lewe strony powyzszych réwnan).
Mamy réwniez

A PP+ =+ 2P+ ).
Majac plansze ponumerowang konkretnymi liczbami

i znajac pare zaleznosci dla tych wartosci, obliczmy
warto$é gry w sytuacji, gdyby wszystkie pola (czyli
nieskoniczenie wiele!) ponizej granicy byly zajete przez
pionki, a naszym celem byloby dostanie si¢ tuz nad
granice (rys. 4). Oznaczmy warto$é takiej konfiguracji
przez Sy

Si=(p+2* +*+..)) A+ o+¢*+¢>+...)
22| x 1| z|a? 22| x 1| z]a?
22'3 IE2 xr x CL3 .’.L'3 12 xr m2 IE3
174 1E3 .1‘2 (173 $4 1‘4 1133 12 173 $4
.E5 14 .L3 1‘4 1,'5 .L5 14 L3 .E4 .’Lr
Rys. 4. 53 Rys. 5. Sa
Korzystajac z tego, ze ¢? + ¢ + ¢* + - -- = 1, dostajemy
Si=@+2-1)1+¢+1)=2+¢)*=4+4p+¢* =
=5+ 20,

gdyz ¢* =1-¢.

Teraz jako cel wyznaczmy sobie pole oddalone od
granicy o dwa i ponownie zapetnijmy pionkami wszystkie
pola ponizej granicy
Sy = ¢(543¢) = 5¢ + 3¢> = 5¢ + 3(1 — ¢) = 2¢ + 3.
Analogicznie
Sy = §(26 +3) = 26> + 3¢ = 2(1 — §) + 39 = 2+ ¢,
Sa=0¢2+¢)=20+¢"=20+1-¢=0¢+1,
S=0(¢+1)=¢"+o=1-9+¢=1.
S to wartoéé¢ gry w przypadku, gdy naszym celem
jest dojscie do pola oddalonego od granicy o 5, ma to,
oczywiscie, zwiazek z poczatkowym pytaniem. Poniewaz
i tak wypelniamy wszystkie pola ponizej granicy na
nieskonczonej szachownicy, to ulokowanie ,,1” w tym czy
w innym miejscu (ale 5 pél od granicy) niczego nie zmienia.

Céz wynika z tego, ze S5 = 17 Oznacza to tyle, ze

w tej grze nie da si¢ doj$¢ pionkami na zadne pole
oddalone od granicy o 5! Dla skoriczonej liczby pionkéw
warto$é¢ poczatkowej konfiguracji bedzie mniejsza

niz 1, a poniewaz warto$¢ nie moze wzrosnaé¢ po ruchu
(tak dobraliSmy warto$é ¢), to startujac z ustawienia

o wartosci mniejszej niz 1, nigdy nie osiagniemy pola ,,17.
Zrédto:

E. Berlekamp, J. Conway and R. Guy, Winning Ways for Your
Mathematical Plays, 2004

Redaguje Lukasz BOZYK

i Zadania

M 1573. Wewnatrz kwadratu jednostkowego K znajduje sie wielokat
wypukly W o polu wigkszym od % Wykazaé, ze wewnatrz wielokata ¥V mozna

wskaza¢ odcinek o dtugosci % rownolegly do boku kwadratu /.

Rozwiazanie na str. 22

M 1574. Dodatnia liczbe catkowita n nazwiemy podkwadratowq, jezeli n+ 1
jest kwadratem liczby catkowitej. Wykazaé, Ze istnieje nieskorniczenie wiele
par liczb podkwadratowych o tej wlasnosci, ze ich suma oraz iloczyn takze sa

podkwadratowe.

Rozwiazanie na str. 18

M 1575. Plytkq nazwiemy pokazang na rysunku figure ztozona z czterech

&o

szesciokatéw foremnych o boku 1 oraz dowolna figure otrzymana z niej przez
obrét lub symetrig. Z kolei n-trgjkgtem nazwiemy tréjkatny uktad tworzony

przez 14+2+...4n szeSciokatéw foremnych o boku 1 (na rysunku pokazano
5-trojkat). Znalezé wszystkie dodatnie liczby catkowite n o tej wlasnosci, ze
z pewnej liczby plytek mozna ulozyé n-trojkat.

Rozwiazanie na str. 8

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 957. Pilkarz zatrzymuje noga pitke poruszajaca sie w jego kierunku

z predkoscia v = 10 m/s. Znalezé predko$é u, z jaka powinna poruszaé sie noga
pitkarza, aby uderzajaca w nia pilka zatrzymata sie. Przyjaé, ze masa pitki jest
duzo mniejsza od masy nogi pitkarza, a zderzenie jest catkowicie sprezyste.

Rozwiazanie na str. 8

F 958. Na szalke wagi sprezynowej o masie M spada z pewnej wysokosci h
kulka o masie m (M > m). Wspélezynnik sprezystosci sprezyny wynosi k.
Znalez¢é odlegto$é Ax punktu, do ktorego szalka wychyli sie z polozenia
poczatkowego i wokédl ktorego bedzie wykonywala drgania. Przyjac, ze uderzenia
kulki w szalke sg doskonale sprezyste.

Rozwiazanie na str. 18
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