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Poczatek przykladowej trajektorii
fajki (F). Kolorem oznaczeni sg Indianie,
ktorzy zdazyli zapalié.
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Moment pierwszego dojscia do
bezposredniego sgsiedztwa ,,sz6stki” oraz
to, jak wyglada ta sytuacja z punktu
widzenia jego potencjalnej ,ostatnio$ci”.

Zaprezentowany fakt zostal udowodniony
w artykule Lészlo Lovésza i Petera
Winklera A note on the last new vertex
visited by a random walk, opublikowanym
w 1993 r. w czasopi$mie Journal of
Graph Theory.

Ostatni Mohikanin
tukasz RAJKOWSKI

Zacznijmy od nastepujacego zadania: dwunastu Indian (dla ustalenia uwagi

i zgrabnodci tytulu przyjmijmy, ze pochodza oni z plemienia Mohikanéw) siedzi
dookota ogniska i pali fajke pokoju. Procedura rozpoczyna si¢ rzecz jasna od
Wodza, ktéry po zapaleniu rzuca zdobyta od bladych twarzy symetryczna
moneta i w zaleznosci od wyniku podaje fajke na lewo albo na prawo. Kolejny
Indianin robi to samo — pali faje, rzuca moneta i podaje dalej (fajke, nie
monete). Nietrudno uwierzyé, ze predzej czy péiniej fajka wpadnie w rece
ostatniego Indianina, ktéry jej wezesniej nie palil (bedzie to tytulowy ostatni
Mohikanin). OczywiScie, na samym poczatku nie jesteSmy w stanie stwierdzié,
kto nim bedzie, gdyz przedstawiona procedura jest losowa. Zapewne jednak
niektérzy z Mohikanow maja wieksza szanse na bycie ostatnim Mohikaninem
niz inni. Naturalne jest w tej sytuacji pytanie: ktéry z nich ma na to szanse
najwickszq?

Wydaje sie, ze Indianie o numerach 1 i 11 nie sa dobrymi kandydatami — kazdy
z nich ma prawdopodobienistwo 50% otrzymania fajki juz w pierwszym ruchu.
Analiza sytuacji Indian o numerach 2 i 10 zdaje sie bardziej skomplikowana,
intuicja podpowiada jednak, ze ich szansa na bycie ostatnimi jest wicksza

niz sasiadéw Wodza. Idac tym tropem, najwicksza szanse na bycie ostatnim
powinien mie¢ Indianin siedzacy najdalej od Wodza, czyli ten o numerze 6.
Przedstawionym domystom daleko jednak do matematycznej $cistosci i nic
dziwnego — prowadzg bowiem do blednych wnioskéw. Tak naprawde kazdy
Indianin (poza Wodzem) ma to samo prawdopodobienstwo zapalenia fajki jako
ostatni! Jak to mozliwe?

Z punktu widzenia Mohikanina numer 1 sytuacja wyglada nastepujaco: fajka
znajduje sie u jego sasiada (Wodza) i pytamy o prawdopodobiefistwo tego, ze
fajka zdazy odwiedzi¢ pozostalych Indian, zanim trafi do ,,jedynki”. Rozwazmy
teraz Indianina o numerze 6. Zauwazmy, ze niezaleznie od trajektorii fajki
przyjdzie taki moment, ze fajka po raz pierwszy wyladuje w bezposrednim
sqgsiedztwie ,szostki”. Jedli ma on pali¢ jako ostatni, to tak czy inaczej poczawszy
od tego momentu fajka musi odwiedzi¢ wszystkie wierzchotki poza ,,sz6stka”,
zanim do niego trafi (ze sposobu przekazywania fajki wynika, iz dotychczas
odwiedzone wierzcholki nie maja znaczenia, gdyz i tak beda musialy zostaé
odwiedzone jeszcze raz). Jest to dokladnie ta sama sytuacja, jaka na poczatku
byta widziana oczami Indianina numer 1. Pokazaliémy zatem, ze

na pewno dojdzie do zdarzenia, pod warunkiem ktorego szansa ,,szostki” na bycie
ostatnim jest taka, jak szansa (bezwarunkowa) ,jedynki” na bycie ostatnim.

Oznacza to, ze (bezwarunkowa) szansa ,sz6stki” na bycie ostatnim jest taka
sama, jak szansa jedynki — oczywiscie w ten sam sposéb mozemy pokazaé, ze
szansa dowolnego Indianina (poza Wodzem) na bycie ostatnim Mohikaninem jest
taka sama, wynosi zatem 1/11.

Wyobrazmy sobie teraz, ze mamy do czynienia z rzutkimi Indianami, ktorzy
nie maja nic przeciwko rzucaniu fajka pokoju i czynia to bardzo celnie.

Reguly gry sa podobne — po wypaleniu fajki kazdy z Indian z réwnym
prawdopodobienstwem wybiera ktéregos z pozostalych, aby przekazaé¢ mu fajke.
Oczywiscie, ze wzgledu na symetri¢ sytuacji, wciaz jest prawda to, ze kazdy

z Indian ma to samo prawdopodobienstwo zostania ostatnim Mohikaninem,
niezaleznie od poczatkowego polozenia fajki. A co by bylo, gdyby miedzy

nimi wystepowaly jakie§ animozje, tzn. nie kazda para Indian bylaby sklonna
przekazaé¢ miedzy soba fajke? Czy istnieje inna struktura sympatii i antypatii
poza cyklem (kazdy z Indian lubi wylacznie swoich sasiadéw; rozwazylidmy ten
przypadek w pierwszej czesci artykutu) i klikg (kazdych dwéch Indian darzy sie
sympatia), w ktorej zachodzi przedstawiona wczesniej wlasno$é? Okazuje sie, ze
nie, co uzasadniamy dalej.
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Rozpoczniemy od przedstawienia naszego problemu w jezyku teorii graféw.
Mamy do czynienia z grafem G = (V, E) o n wierzcholkach, po ktérym

w losowy sposéb spacerujemy — stojac w dowolnym wierzchotku, z jednakowym
prawdopodobienstwem wybieramy dowolnego jego sasiada, aby przej$¢é do niego
w nastepnym kroku. Niech p, (v) bedzie prawdopodobieristwem zdarzenia,

ze wierzchotek v zostal odwiedzony jako ostatni, jedli startowalidémy z u.
Interesujacy nas warunek mozemy teraz zapisa¢ jako

()
Zalézmy, ze spelniony jest powyzszy warunek i wybierzmy dowolne dwa
niepolgczone wierzchotki u, v. Niech d bedzie stopniem u, a S zbiorem jego
sasiadoéw. Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienistwo catkowite, dostajemy
pu(v) = ézsespu,s(”)v gdzie p, s(v) jest prawdopodobienstwem zakonczenia na v
jesli startowaliSmy od v pod warunkiem zdarzenia, ze pierwszym odwiedzonym

dla dowolnych, réznych wierzchotkéw u, v zachodzi p,(v) = 1/(n — 1).

wierzchotkiem byl s. Zauwazmy ponadto, ze p, s(v) = ps(v) @ pu(v), gdyz
Pu,s (V) ,obejmuje” wszystkie te spacery (liczone od s), co ps(v) oraz te, ktére
nie odwiedzaly u przed dotarciem do v. Gdyby istnial choé jeden taki spacer,
mielibySmy p,(v) = 3, g Pus(v) > 23 Lo pu(v) = pu(v), zatem sprzecznosé.
Nie istnieje wiec spacer, ktory startuje z sasiada u, przechodzi (niekoniecznie
jednokrotnie) przez wszystkie wierzcholki poza u i v, a na konicu odwiedza v.
Whioskujemy stad, ze

(%)
Okazuje sie, ze graf, ktory spelnia (x) i (%), musi by¢ taicuchem albo klika.
Jest to ciekawe i przystepne zadanie z matematyki dyskretnej, ktére polecamy
wykonaé¢ Czytelnikom Ambitnym. Czytelnikom Niecierpliwym polecamy za$
lekture marginesu. Howgh!
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G\ {u,v} jest niesp6jny dla dowolnych niepotaczonych u, v.
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Redaguje Lukasz BOZYK

M 1570. Czy istnieje taki wieloscian wypukly W, ktéry mozna rozciaé
plaszczyzna na dwa wielosciany podobne do W?
Rozwiazanie na str. 10

M 1571. Wewnatrz tréjkata réwnobocznego ABC wyznacz zbior takich
punktéw P, ze miary katéw PAB, PBC, PC A tworza w tej wlasnie kolejnosci
ciagg arytmetyczny.

Rozwiagzanie na str. 2

M 1572. Oznaczmy przez r(n) sume n liczb bedacych resztami z dzielenia
dodatniej liczby catkowitej n przez 1, 2, ..., n. Udowodnij, ze istnieje
nieskoniczenie wiele takich n, ze r(n) = r(n — 1).

Rozwiazanie na str. 10

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 955. Na pochylnie tworzaca kat o z poziomem nalezy wciagnaé ciezka paczke.
Dla jakiej rozwartosci kata S miedzy kierunkiem sily wciagajacej F' i pochylnia
wartosé tej sily jest najmniejsza? Wspoélezynnik tarcia paczki o powierzchnie
pochylni wynosi f.

Rozwiazanie na str. 4

F 956. Srednia gesto$é¢ Ziemi wynosi p ~ 5,5g/ cm®. Oszacuj wartosé ci$nienia p
w $rodku Ziemi. Przyspieszenie ziemskie (na jej powierzchni) wynosi g ~ 10 m/ 52,
a promien Ziemi R =~ 6400 km.

Rozwiazanie na str. 2
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