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Tym samym symbolem oznaczamy
przyrzad oraz zmienng losowg opisujaca
wynik losowania z uzyciem przyrzadu.

73 & 0,618, 75 ~ 0,692,

\ )

76 ~ 0,707, w7 ~ 0,717, 715 & 0,732
Ciag (my,) jest rosnacy.

Nieprzechodnie kostki i ruletki
Andrzej KOMISARSKI*

W roku 1970 Martin Gardner opisal w dziale matematycznym czasopisma
Scientific American kostki do gry odkryte kilka lat wczesniej przez statystyka
Bradleya Efrona. Kostki te (oznaczmy je A, B, C oraz D) r6znia sie od zwyklej
kostki tym, ze na ich Sciankach umieszczone sa inne liczby oczek:

e kostka A — ma dwie $cianki puste, a na kazdej z pozostalych czterech $cianek
umieszczone sa po 4 oczka;

e kostka B — na kazdej Sciance znajduja si¢ 3 oczka;

e kostka C' — na czterech Sciankach znajduja sie po 2 oczka, a na dwdch po 6;

e kostka D — na trzech Sciankach znajduje sie po 1 oczku, a na pozostatych po 5.

Rzucajac kostkami A i B z prawdopodobieristwem %, uzyskamy wigcej oczek
na kostce A niz na B. Gdy rzucimy B oraz C, to z prawdopodobienstwem

% uzyskamy wiecej oczek na kostce B niz na C. W podobny sposéb (za
kazdym razem z prawdopodobienstwem %) kostka C okazuje sie lepsza od D,
za$ D lepsza od A. Czyli wsrdd tych czterech kostek nie ma najlepszej! Ujmujac
to inaczej: dla kazdej kostki z tego zestawu mozna znalez¢ w tym zestawie
kostke lepsza. Przy sortowaniu kostek od najgorszej do najlepszej powstaje

cykl (patrz rysunek). Relacja miedzy kostkami, polegajaca na byciu lepsza, nie
jest przechodnia! Ta nieprzechodniosé fascynowala nie tylko matematykdw,

ale réwniez socjologéw i ekonomistéw (ktorzy powiazali ja z teorig wyboru

i z modelami uzytecznosci losowey).

Rozwazmy dwuosobowa gre: pierwszy gracz wybiera jedna z kostek A, B,C, D,
drugi wybiera jedna z pozostalych, a nastepnie obaj rzucaja wybranymi
kostkami. Wygrywa ten, kto uzyska wiecej oczek. Okazuje sie, ze w tej grze
lepiej by¢ drugim graczem, bo wybierajac odpowiednio kostke, wygrywa sie
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z prawdopodobieristwem £.

Gra n ,,kostkami”. Zalézmy, ze mamy jakis inny skonczony zbior przyrzaddw
do losowania liczb (niekoniecznie szesciennych kostek), ktéry dawalby

w analogicznej grze duza szanse wygrania drugiemu graczowi. Jak duza moze
byé¢ ta szansa? Niech X7 bedzie dowolnym przyrzadem z tego zbioru, zas X,
X3, ... okreslamy w ten sposob, ze X jest tym przyrzadem, ktory wybralby
gracz drugi, gdyby gracz pierwszy wybral przyrzad X 1. Poniewaz przyrzadow
jest skonczenie wiele, to w ktéryms$ momencie musza zaczaé si¢ powtarzac,
powstanie cykl. Mozemy usunaé ze zbioru wszystkie przyrzady spoza tego
cyklu — to moze co najwyzej zwigkszy¢ szanse drugiego gracza. Oznaczmy przez
{X1,X5,...,X,,} zbidr takich tworzacych cykl przyrzadéw. Niech odpowiedzia
gracza drugiego na Xj_1 bedzie X (dla k =1,...,n). Przyjmijmy X, = X,,.
Prawdopodobienistwo tego, ze przy optymalnej grze obu graczy drugi wygra,
wynosi ming p<, P(Xp—1 < Xi).

Wykazemy, ze dla n przyrzadéw, tworzacych cykl, prawdopodobieristwo to moze
przyja¢ wartos¢ co najwyzej
1
180° -
S2 n+2

T, =1—
4 co

Dla zbioru n przyrzadéw prawdopodobienstwo to jest

co najwyzej takie, jak dla pewnego cyklu zawartego w tym
zbiorze, a wigc nie przekracza m,. Z drugiej strony, gdy
wszystkie elementy zbioru naleza do cyklu dlugosci n, to
moze ono by¢ réwne .

A

Tréjkaty AEC i BCD sg podobne, a stad wynika, ze

D

Geometryczne narzedzia. Bedziemy potrzebowaé
pewnych geometrycznych obserwacji. Rozwazmy taki tréjkat
rownoramienny ABC, ze xCAB = xABC = a < 60°.

E B

AE _BC _ AC
AC ~ BD BD Wybierzmy takie punkty D oraz E na boku AB, zeby
(ostatnia réwno$é wynika z réwnoramiennosci AABC), czyli xECD = « oraz zeby punkt D lezal bllZQ] wierzcholka A

AE - DB = AC?.

niz punkt E. Wéwczas AE - DB = AC?.



Rozwigzanie zadania M 1571.
Wykazemy, ze szukanym zbiorem jest
wysokoéé tréjkata poprowadzona
z wierzchotka B.
Z jednej strony, dla kazdego punktu P tej
wysokosci mamy

¥PAB + ¥PCA  xPCB+ xPCA

2 N 2 N
=30° = xPBC.
Z drugiej strony, przypusémy, ze punkt P
wnetrza trojkata réwnobocznego ABC
jest taki, ze
XPBC — xPAB = xPCA — xPBC.

Oznaczmy przez @) obraz punktu P

w obrocie wokét C' przeprowadzajagcym B
na A. Wéwczas trojkat CPQ jest
réwnoboczny.

Zauwazmy, ze

¥PAQ — ¥AQP =

= (60°+¥xQAC—¥xPAB)—(xAQC—60°) =
= 60°+¥PBC—xPAB—¥xBPC+60° =
=120°+xPCA—¥PBC—%BPC =

= 120°+60°—xPCB—xPBC—%BPC =
= 180°—180° = 0,

skad ¥xPAQ = ¥AQP i AP = QP = CP.

To oznacza, ze punkt P lezy na
symetralnej odcinka AC, czyli na
wysokosci tréjkata ABC opuszczonej z B.

Rozwigzanie zadania F 956.

Dla daleko idacego uproszczenia
przyjmijmy, ze Ziemia jest ciekla,
jednorodng kula. Korzystajac z faktu, ze
wewnatrz jednorodnej powtoki kulistej
wypadkowa sila grawitacji od catej
powloki réwna sie zeru, otrzymujemy, ze
przyspieszenie grawitacyjne v we wnetrzu
Ziemi roénie liniowo z odlegloécig r od jej
grodka: v(r) = gr/R. Pozostaje nam
obliczyé¢ cisnienie pochodzace od stupa
cieczy o gestodci p i wysokosci R
znajdujacego sie w polu

grawitacyjnym ~(r):

R
p= fm(r)dr =
0

R
= [ pgfdr = LpgR
0

(nielubigcy catkowania dla otrzymania
wzoru koricowego moga postuzyé sie
analogia z obliczaniem predkosci éredniej
w ruchu jednostajnie przyspieszonym).
Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy

p=1,8-10" N/m? ~ 1,8 - 10° atm.

Na podstawie badan fal sejsmicznych
wartos¢ cidnienia we wnetrzu Ziemi
oceniana jest w granicach od 3,5 - 10% atm
do 3,9 - 10% atm. Niedoszacowanie tej
wartosci w przeprowadzonym powyzej
rachunku wynika z nieuwzglednienia
wzrostu gestodci skal wraz ze zblizaniem
si¢ do $rodka Ziemi.

Powtérzmy teraz wielokrotnie wczedniejsza obserwacje.

A= Dy D1 Dy Dg---Dy - Dp_s B=D,
Niechn >2ia= %. Wéwezas x BCA = n - «. Jesli punkty Dy = A, Dy,
D, ..., D, = B wybierzemy na boku AB w taki sposéb, ze xDpCDy_1 = «

dla k =1,...,n, to zachodzi AD;, - D;,_1 B = AC?.

Jestedmy gotowi, by skonstruowaé n przyrzadow losujacych, pozwalajacych
graczowi drugiemu wygraé z prawdopodobienstwem 7,,.

Konstrukcja ruletek. Nawirfimy odcinek AB (czyli najdtuzszy bok tréjkata)
na koto o srodku O i promieniu ‘g—f tak, by stal sie¢ on obwodem kola. Punkty
A = Dq oraz B = D,, ulegna sklejeniu, tworzac jeden punkt, ktéry wraz

z punktami Dy, D, ..., D, _1 dzieli obwdd na n czesci. Punkty te, oczywiscie,
nie sa rownomiernie rozmieszczone na obwodzie, tak samo jak nie byly na boku
trojkata. Przyrzad X (gdzie k =0,1,...,n) to ruletka, ktéra otrzymujemy,
dzielac kolo promieniami OA oraz OD) na dwa sektory, w ktoére wpisujemy
liczby k oraz n + k w sposéb pokazany na rysunku.

Dy
D,
Ds
A=B . A=B
Dy, Dy,
Dy—y

Z lewej szablon do zbudowania n przyrzadéw, z prawej przyrzad Xj.

Ruletka dziala w naturalny sposéb — mozna, na przyktad, zamocowaé w srodku
wskazdéwke i wprawié¢ ja w ruch, kazda jej wynikowa pozycja jest tak samo
prawdopodobna, a wynikiem losowania bedzie liczba wpisana w pole, na ktérym
sie ona zatrzyma. Prawdopodobienstwo uzyskania wyniku k na przyrzadzie Xj
wynosi i‘%’“ (stosunek dlugoéci tukéw), zas prawdopodobienistwo uzyskania
wyniku n + k wynosi 134%3 . Ruletki X, oraz X,, sa identyczne — zwracaja jedynie
wynik n. Dla przykladu, dla n = 6 uzyskujemy nastepujace ruletki:

6

D,
=%
A=DB A=B
e e
X1 X2

X3

= Do = Dg Xo = Xs A BD3

Xs
6 6
A=B A=B
N\,
Ds

e

Aby obliczyé prawdopodobieristwo tego, z jakim X} _1 jest mniejsze od X,
zauwazmy, ze Xj_1 moze przyjaé tylko wartosci k — 1 lub k — 1 4+ n, za$ X
tylko wartosci k lub k + n. Zatem Xj_; jest mniejsze od X zawsze z wyjatkiem
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A= Do = a

=B =D’ a Yoo

sytuacji, gdy Xy =k oraz X1 =k —1+n. Wynika stad, ze dlak=1,...,n

P(Xk_l<Xk):1—P(Xk:k)-P(Xk_1Zk—1+n):

_1 ADy, DB 1 AC?

B AB AB ABZ

a B 1 1

a =T T AB2 2 T T oo e
4.( - ) 4cos® o

n
Dy D3| D3

Dy | Ds B =D, Na kolejnym rysunku zilustrowane sg obliczenia
dla n = 6 oraz przyrzadéw X, i X5. Odcinek AB
nawijamy na ruletke X, (tréjkat z lewej) i X5 (trojkat
He nad kwadratem) w pokazany sposéb. Zaznaczamy

odpowiednie sektory.

c’

Prawdopodobieristwo P(X4 > X5) =1 — P(X4 < X5)

Hy

jest réwne stosunkowi pél zacieniowanego prostokata
i kwadratu AA’K B. Poniewaz trojkaty AC Dy,

i B'C'Dj,_, sa podobne, to stosunek ten dla
dowolnych ruletek Xy _1, X i dowolnego n > 2 wynosi
ADy - Dy B"  AC-AC’ 1
AB-A'B'"  AB-A'B’  4cosla’

A’ =D}, H,

Zauwazmy, ze ANAC D5 oraz AB'C’ D} sa podobne (ogélniej,

podobne sa AAC Dy, oraz AB'C/DL_I)‘

Motywacja do napisania artykutu byta
praca Malgorzaty Rég Paradoks
pierwszenstwa, czyli gry zaprzeczajace
intuicjom o prawdopodobienstwie (V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie)
napisana na 39. Konkurs Uczniowskich
Prac z Matematyki im. Pawla
Domanskiego.

Opisany problem nieprzechodniosci
kojarzony jest z Martinem Gardnerem

i Bradleyem Efronem. Jednak pierwszymi
badaczami tego zjawiska byli polscy
matematycy Hugo Steinhaus i Stanistaw
Trybuta, ktérzy wyniki w tej materii
uzyskali w 1959 roku.

Weszystkie prostokaty AD;._, HiDj, maja takie samo
pole réwne AC2. Punkty H,..., H, leza na jednej

hiperboli. Wykazaliémy, jak zbudowaé¢ n przyrzadow
realizujacych szanse 7, na wygrana drugiego gracza.

Dlaczego nie mozna uzyskac¢ wiecej niz 7,7 Zatézmy, ze Y1,...,Y,

sa takimi niezaleznymi zmiennymi losowymi, ze P(Yj_1 < Y%) > m, dla
wszystkich k = 1,...,n (gdzie Yo = Y,,). Okazuje si¢ (dowdd tego faktu nie

jest tatwy), ze modyfikujac odpowiednio nasze zmienne losowe, mozna zatozy¢,
ze Y, jest stala (tak, jak w przypadku kostki B w zestawie Efrona oraz

ruletki X,,). Okreslmy liczby o, y1, - - -, yn nastepujaco: niech y; bedzie takie,
ze P(Yy <uyp) = “}4%’“ oraz P(Yy, Zyr) 2 1 — ‘4}4%’“ = DD (taka liczba yj, to
kwantyl rzedu “}4%’“ rozkladu zmiennej losowej Y}). Poniewaz Yy =Y, jest stala,
wiec mozna liczby yo oraz y, okresli¢ tak, by yo = y,. Niech y; bedzie najmniejsza
sposrdd liczb yi, ..., y,. Wowczas y;_1 = y;. Wynika stad, ze jesli Y; < y; oraz
ijfl > Yj—1, to YVJ',l > Yj Zatem

P(Yj1 <Yj) <1=P(Y; <y;, Vi1 2 y;1) <
AD; D; B 1

- 180°
AB AB 4cos? i

<1-

= Tp.

Otrzymalidmy sprzecznos¢. Oznacza to, ze takie zmienne losowe nie istnieja.

Poniewaz ciag (m,) jest rosnacy i zbiezny do %, wiec prawdopodobienstwo

. . . . . .. §
zwycigstwa drugiego gracza jest zawsze mniejsze niz 4.

Zauwazmy, ze mq4 = 1 — m = %, czyli kostki Efrona stanowia optymalny
przyklad dla n = 4. W ciagu 7, oprécz my, tylko mo = % jest liczba wymierna
(wtedy gra nie ma wiekszego sensu, ale takie kostki bez problemu mozna
wskazad). Pozostale wartodci sa niewymierne, wigc nie mozna ich zrealizowaé
za pomoca kostek (nawet takich, ktére maja inna niz 6 liczbe écian).

m = \/52’1 = % = ¢ — 1 jest stosunkiem dlugoéci
krétszej do dluzszej czedci w zlotym podziale odcinka (¢ to zlota proporcja),
g = %, T8 = e za$ mo = V3 — 1. Jeszcze inne szczegoOlne wartosci m, to

Na przykiad 73 =1 —

fon g=1———21 dlan>2 (mamy tu n— 1 dwéjek oraz n — 2 pierwiastki

2n—2 ot v2 ( Yy A p )

oraz T3.gn_9 =1 — ———oo (tym razem n > 1 i mamy n — 1 dwéjek, jedna
24V 2+ +v3

tréjke oraz n — 1 pierwiastkéw).
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