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Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

646 (WT = 2,75), 647 (WT = 3,95),
648 (WT = 2,71), 649 (WT = 2,67)
z numeréw 11 i 12/2017

Tomasz Rudny
Marian Lupiezowiec
Tomasz Wietecha
Jacek Konieczny
Ryszard Wozniak
Krzysztof Magiera
Karol Lukanowski
Aleksander Surma

Poznan
Gliwice
Tarnéw
Poznan
Krakow
FLosiéw

Niemcz

39,04
38,86
36,14
29,80
28,77
28,70
23,89

Myszkéw 18,61

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ rowniez
poczta elektroniczna pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoécig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiagzania tego zadania, a N — liczbe
os6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
‘Weterana. Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2018
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy treéé¢ zadan:

654. Na szpule o promieniu wewnetrznym 7 i zewnetrznym R nawinigta jest linka (rys. 1).

Koniec A linki ciagniety jest poziomo z predkoScia v. Na szpuli opiera si¢ deska, ktéra moze obracac
sie¢ woko6t poziomej osi prostopadtlej do ptaszczyzny rysunku, przechodzacej przez punkt O. Szpula
toczy si¢ bez poslizgu po powierzchni poziomej. Jaka jest predkos¢ katowa deski, gdy tworzy ona

z poziomem kat a?

655. Ciezarek o masie m wisi na nici. Na jaka najmniejsza wysokoé¢ nalezy podniedé ciezarek,

aby spadajac, rozerwal ni¢? Minimalna sila wystarczajaca do rozerwania nici wynosi Mg (g jest
przyspieszeniem ziemskim) i przed rozerwaniem wydluza jg o a. Zakladamy, ze sila naprezenia nici
jest proporcjonalna do jej wydluzenia az do zerwania.

654. Toczenie bez poslizgu mozemy opisa¢ jako czysty obrét wokot chwilowej
osi przechodzacej przez punkt stycznosci z podltozem P (rys. 2), stad predkosé
katowa ruchu obrotowego szpuli dana jest wzorem w = 7', a jej predkos¢
ruchu postgpowego wynosi u = wR = 7 fr. Predkosé punktu B stycznoéci szpuli
z deska w chwili, gdy deska tworzy z poziomem kat «, ma sktadowsa prostopadty
do deski u; = usin«a (predko$é ruchu obrotowego jest prostopadla do deski).

Odleglosé punktu B od osi obrotu deski wynosi | = . Szukana predkosé
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katowa deski dana jest wzorem
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655. Ni¢ nie ulega zerwaniu, gdy ciezarek wisi na niej w stanie réwnowagi,
zatem spelniony jest warunek: m < M. Oznaczmy przez x wydluzenie nici
w stanie réwnowagi (rys. 3), mamy wtedy zwiazki:

My mg am
=TT T
gdzie k jest wspélezynnikiem sprezystosci nici. Dodatkowe wydtuzenie
w momencie rozerwania nici wynosi y = a — x. Musimy rozwazy¢ dwa przypadki:
1. Gdy y < z,a < 2x,m > %7 na ciezarek caly czas dziala sita sprezystosci i az
do momentu zerwania nici porusza sie on ruchem harmonicznym. Najmniejsza
wysoko$¢, na jaka musimy go podnies¢, wynosi h =y =a (1 — ).
2. Gdyy >z, m< %, mozemy skorzysta¢ z zasady zachowania energii:

2
mg(h+y):%.

Ostatecznie szukana wysokosé dana jest wzorem

m M
1——) dy == <m< M,
. a( M) edy 5 m <
a(M? —2mM + 2m?) d
oM , gdy m <
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
751 (WT = 3,77) i 752 (WT = 1,26)
z numeru 12/2017

Marcin Kasperski Warszawa 45,09
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Tomasz Choczewski  Szczecin 36,09
Michatl Kozlik Gliwice 32,23
Michat Miodek Warszawa 31,56

Nie tak wielu Weteranéw przekroczyto 44
wiecej niz trzy razy (do tej pory —
dwudziestka). Marcin Kasperski oto
dotaczyt do ich grona.

Rys. 1

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2018
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tre$¢ zadan:

757. Funkcje f,g: {1,...,n} — {1,...,n} sg okreslone wzorami

f(k) = max{1, k — 1}, g(k) = min{n, k+ 1}.
Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 ustalié, ile jest funkcji h: {1,...,n} — {1,...,n}, dajacych
si¢ wyrazié¢ jako zlozenia skoriczenie wielu odwzorowan, z ktérych kazde jest jedng z funkcji f, g.

[Dopuszczamy réwniez zlozenie puste (zero egzemplarzy funkcji f, g), przyjmujac zwykla umowe, ze
daje ono w wyniku odwzorowanie tozsamosciowe h(k) = k.|

758. Trzy okregi o promieniach ri, ra, r3 sg parami styczne zewnetrznie oraz sa styczne wewnetrznie
do okregu o promieniu R. Wykazad, ze
1+ 12+ 13+ 2Vrire + rarg + r3ri < 3R.

757. Funkcja jest reprezentowana przez jej wykres — w tym przypadku uktad
n kropek na ,,planszy”

K={(z,y): 1<z<n, 1<y<n; =z,yeN}

(to zbiér punktéw kratowych w kwadracie [1,n] x [1,n]), po jednej kropce

na kazdej linii pionowej. Stosujac do takiego ukladu funkcje f, uzyskujemy
przesuniecie wszystkich kropek o jednostke w doét, z wyjatkiem tych, ktore juz
byly na dolnej krawedzi; one nie zmieniaja polozenia. Dzialanie funkcji g jest
podobne (ruch w gére; blokada na gérnej krawedzi).

Niech A, B beda dwoma réznymi punktami zbioru K takimi, ze odcinek AB jest
rownolegly do przekatnej kwadratu, przy czym punkt B lezy na prawo i w goére
od A. Dla takiej pary punktéw niech hyp oznacza funkcje, ktérej wykres sklada
sie z punktéw kratowych, potozonych na odcinku poziomym od lewego skraja
planszy do A, na odcinku AB, i na odcinku od B do prawego skraja planszy
(rysunek 1). Zlozenie takiej funkcji z dowolna z operacji f, g daje w wyniku
znéw funkcje takiej postaci lub funkcje stala (o wykresie: wszystkie kropki na
krawedzi gérnej lub dolnej). Zlozenie funkcji stalej z f lub g daje oczywiscie
takze funkcje stala.

Whniosek: startujac od odwzorowania tozsamosciowego 758. Oznaczmy (kolejno) przez Sy, Sz, S3 $rodki
i stosujac skonczenie wiele razy operacje f, g tych trzech okregéw, a srodek duzego okregu przez O.
(w dowolnej kolejnosci) mozemy uzyskaé tylko funkcje Zgodnie z warunkami zadania,

typu hap oraz funkcje stale. Co wazne, kazdg taka (1) 18:S;| =i+ 75, |0Si| = R—r; dla 4,5 € {1,2,3}.

funkcje da sie w ten sposob uzyskaé (przykladowa

ewolucje przedstawia rysunek 2).
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Niech P bedzie érodkiem cigzkosci trojkata S1.9953. Jest
to punkt minimalizujacy sume kwadratow odlegtosci od

pr—1—i—k wierzchotkéw (znany fakt, zreszta latwy do wykazania).
T~ Zatem

e | @ Xospe s =3 (Gm)

_/_ (sumy po i =1,2,3),
f gdzie m; jest dlugoscia $rodkowej, wychodzacej

k A
; ; ; z wierzchotka S;. Suma kwadratéw dlugoéci srodkowych
Rys. 2 ! ! to 3/4 sumy kwadratéw dlugosci bokéw (kolejny znany
' wzor). Nieréwno$é (2) pokazuje wige, ze
Pozostaje zliczyé¢ funkcje hap — czyli mozliwe pary 5. 4 9 9
punktéw A, B — oraz doliczy¢ funkcje stale. Punkty 32 0Si" > 3 Z mi = Z 1SS
A, B moga lezeé¢ na przekatnej x = y (przechodzacej Wprowadzamy dane (1) i przeksztalcamy uzyskana
przez n punktéw kratowych), na jednej z dwdéch linii nieréwnodé:
|z —y| =1 (po n—1 punktéw kratowych), na jednej 3 R—r)2> , 2,
’ — 1y = i + 75 )
z dwdch linii |z — y| = 2 (po n—2 punktéw kratowych), Z( i) Z( i+ i)
itd. Liczba mozliwych do uzyskania funkcji (wiec 9R? — 6RZ r, +3 Z TZ-Q >2 Z rf + 2 Z TiTit1 5

n funkcji stalych oraz wszystkich funkcji hap) wynosi

zatem

9R? *6RZH + (Zn)2 = 4ZT¢7’¢+1;

(5 (5 ) - () > o

e (3)

6 * stronami ostatnia nierownos¢, dostajemy teze zadania.

> ~ n(2n? —3n+7) Réznica w nawiasie jest dodatnia. Pierwiastkujac

21



