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Rozwigzanie zadania F 955.

Na paczke poza silg F' dziata skierowana
pionowo sita cigezkoéci @ oraz réwnolegta
do powierzchni pochylni sita tarcia T'.

Rozlézmy sily dzialajace na paczke na
sktadowe: prostopadly do pochylni
N = Qcosa — F'sin 3 i réwnolegta
S = Fcosf — Qsina — T. Sita tarcia
T = fN = f(Qcosa — Fsin ). Wciaganie
paczki oznacza, ze S > 0. Podstawiajac
poprzednio uzyskane wzory, otrzymujemy:

FcosB > Qsina — f(Qcosa — Fsinf).
Skad wyznaczamy:

sin « cos &
F> M
cos 3+ fsinf3

Minimalna wartos$é sity odpowiada
maksymalnej wartosci mianownika
wyrazenia. Wspéltczynnik tarcia mozemy
wyrazi¢ jako f = tg ¢ i otrzymad
warunek:

s Q(sinacos¢ +singcosa)
“ cosfBcosp+singsing
sin(a + ¢)

cos(B—9)°

Maksimum mianownika otrzymujemy, gdy
B =¢, czylitg B = f.

Bohaterowie tej opowiesci zyli sto lat
przed Euklidesem i 250 lat przed
Archimedesem.

Przecinki w tym zapisie sg niezbedne,
gdyz — jak zapewne zauwazy Czytelnik
Skrupulatny — na kazdym miejscu
pojawi¢ si¢ moze dowolnie wielka liczba.

Jak powstaly wszystko opisujgce liczby
Marek KORDOS

Pierwszy etap pitagoreizmu glosit hasto wszystko jest liczbg: pozadana Harmonie
Swiata da sie wyrazié jako stosunek liczb (dzi$§ nazywanych naturalnymi), przy
czym jest ona tym pelniejsza, im liczby te sa mniejsze.

Wykrycie, iz stosunek przekatnej kwadratu do jego boku nie da si¢ opisaé

w ten sposob, spowodowal kryzys, w ktérego wyniku od kultu liczb odstapiono
(liczby zostawmy kupczykom), wiazac Harmonie z proporcjami geometrycznymi
i ztota proporcje wynoszac na oltarze. Ten drugi etap pitagoreizmu uformowat
geometri¢ naszej cywilizacji w ksztalcie, jaki ma ona do dzis.

Ale owe lgkliwe porzucenie liczb nie moglo podobaé si¢ ambitnym uczniom
Akademii Platoniskiej. I faktycznie je przelamali. Stworzyli w tym celu pierwsza
w dziejach teori¢ aksjomatyczna — byla to teoria wielkosci jednego rodzaju. Oto
jej aksjomaty:

e Wielkosci jednego rodzaju daja sie poréwnaé (a wiec mamy zawsze
A>B,A=Blub A < B);

e Dla dwdéch wielkosci jednego rodzaju istnieje wielkos¢ tegoz rodzaju,
bedaca ich suma;

e Istnieje wielkosé uzupelniajaca mniejsza z wielkosci do wiekszej;
e Wielkos¢é mozna n-krotnie zwielokrotnié¢ dla kazdego naturalnego n;

e Dowolng wielko$¢ A mozna zwielokrotnié¢ tak, by okazala sie wieksza
od z géry danej wielkosSci B,

ten ostatni warunek zostal p6zniej nazwany aksjomatem Archimedesa.
Dalej pomysty poszty juz dwiema, zdecydowanie odmiennymi, drogami.

Teajtetos (—410; —368) stworzyl to, co dzi$§ nazywamy algorytmem Euklidesa.
Mianowicie stwierdzil, ze stosunek dwoch wielkosci jednego rodzaju mozna
opisa¢ za pomoca ponizszej procedury:

gdy wielkosci sa liczbami

1517 = 1-1073 + 444,

1073 = 2 - 444 + 185,

444 = 2 - 185 + 74,

185 =274+ 37,

74=2-3T.

ogblnie
A:no-B+R1,
B =mn1 Ry + Ry,
Ry =ny- Ry + Ra,
Ry =n3- R3 + Ry,
R3 =n4- R4+ R

Procedura ta czasami sie koniczy (w przypadku liczb naturalnych zawsze),

a czasami nie (przyklady dalej). Zawsze natomiast zamienia stosunek wielkoci
A/B na specyficzny ciag liczb naturalnych (ng; ni, no, ns, na4,...) zwany
utamkiem cigglym lub lancuchowym. Tak mozna wyrazi¢ stosunek dowolnych
dwdch wielkosei jednego rodzaju (np. dlugosci, ciezaru, pola powierzchni itp.),
a wiec kazda (dodatnia) liczbe rzeczywista.

W przykladzie liczbowym bedzie to (1; 2, 2, 2, 2), 1517 444 14 — 1 B
czasami zapisywane pretensjonalnie jako 1073 1073 1073 185 -
1 444 444
1+ 1 1
24— 2+ 2+ 5. 185
245 185 T

Zapis taki jest przydatny (jak bedzie widaé dalej), =1+ - 1
a powstaje on z inaczej zapisanego algorytmu Euklidesa: 2+ -1
wylaczmy calosci, reszte (mniejsza wobec tego od 1) 2+
odwracamy, wylaczamy calosci, reszte odwracamy, 24+ %{
wylaczamy i tak dalej. Wida¢ to obok. %
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Zobaczmy, jak to dziata w tym najbardziej wowczas nerwowym punkcie —

w przypadku stosunku przekatnej kwadratu do jego boku. Narysujmy ¢wiartke
okregu o §rodku A i promieniu AB (rysunek), a nastepnie styczna do niego

w punkcie F. Jak tatwo zauwazy¢, powstaly cztery odcinki rownej dlugosci
(BS, SE, ET, TD). Gdy narysujemy pélokrag o $rodku S i promieniu SB,
powstanie jeszcze jeden odcinek o tej dlugosci: SF. Przystapmy teraz do

B rachunkow. AC CE ) )

CE AB
Wyjaénienia wymaga jedynie ostatnia z réwnosci. Bierze sie ona stad, ze
¢ F s B trojkaty BCE i ECF sa podobne (kat przy wierzchotku C' jest wspélny,
a ¥xCBE = xCEB jako kat wpisany i dopisany oparte na tuku EF).

7 przeprowadzonego rachunku wynika, ze sytuacja bedzie sie powtarzaé bez
konca, a wiec stosunek przekatnej kwadratu do jego boku to utamek tancuchowy
zaczynajacy sie od 1 i majacy nastepnie nieskonczony ciag dwdéjek, co zapisuje
sie (1;2).

Oczywidcie (zyjac ponad dwa tysiace lat p6Zniej) mozemy to zrealizowad,
rozwijajac v/2 w utamek tancuchowy:

1 1
V2=1+(V2-1)=14+—Fr=1+——— itd
( ) 1++2 2+ (V2-1)
Utamki tancuchowe byly przyjete bardzo sympatycznie, bo nawiazywalty do
opisu Harmonii przez liczby naturalne — najbardziej harmoniczna byta zlota
proporcja, gdyz opisywaly ja same jedynki (1;1):
541 5—-1 1
2 2 x/52+1
Utlamki tancuchowe maja szereg interesujacych wlasnosci, np.:

— jak mozna byto zauwazy¢ z przyktadu liczbowego, liczby wymierne rozwijaja

sie w utamki skonczone;
Dwie uwagi o stosowaniu algorytmu . . . L, . ’ .
Euklidesa do liczb naturalnych — — ulamki okresowe sa pierwiastkami réwnan kwadratowych o wspoélczynnikach

zilustrowane na rozpatrzonym juz : .
przyktadzie liczbowym. WymlernyCh’

Pierwsza uwaga dotyczy tego, ze ostatnia  _ pijewymierne pierwiastki kwadratowe z liczb wymiernych rozwijaja
niezerowa reszta w algorytmie Euklidesa

to najwickszy wspélny dzielnik sie w utamki w pewnym stopniu symetryczne, a mianowicie postaci
poddanych temu algo?ytnlowi licz.b - (a; bl, b2’ b37 o b3, b2, b17 2&);

wystarczy spostrzec, ze po natrafieniu na
jakikolwiek wspélny dzielnik algorytm
zatrzymalby sie.

poniewaz to dziwne, rozpatrzmy przyklad ulamka (2; 2, 4):

Jesli natomiast przedstawiony poprzednio

rachunek napiszemy od kofica, otrzymamy oznaczmy (0’ 2, 4) przez 1/y’ wowczas

37 =185 —2.74 = 1 Y 9y + 2 .

— 185 — 2(444 — 2. 185) = y=2+ —7 = = ,  czyli 4y* — 8y —2 =0,
:5-185£2-444: ) 4+ 1 dy+1 4dy+1

=5(1073 — 2-444) — 2 - 444 =

=5-.1073 — 12 - 444 = wobec tego

=5-1073 — 12(1517 — 1073) = 9 6 1 9 2B — 2
=17.1073 — 12 - 1517 _2+V6 P 2T A =24 =24 94 (v6 ):\/6.

(faktycznie to 18241 — 18204). Yy 2 - 2
Czytelnik Uwazny zobaczy w tym Yy 2+ \/6

rozumowaniu dowdd, ze

dla dowolnych liczb naturalnych n i m
istniejq takie liczby calkowite a i b, Ze . . . L. . .
a-n+b-m=NWD(n, m). redukt utamka lancuchowego liczby n jest jej najlepszym wymiernym

przyblizeniem.

Powazniejsza wlasno$¢ utamkow tancuchowych odkryt w XVIII wieku Lagrange:

Sformulowanie to wymaga objasnienia terminu najmniejsze wymierne
przyblizenie, niezgodnego z naszymi przyzwyczajeniami jezykowymi. Ot6z jest to
takie przyblizenie wymierne, ze lepsze od niego musi mie¢ wigkszy mianownik.

Tak wiec z podanego przy algorytmie Euklidesa przyktadu liczbowego wynika,
ze jednym z najlepszych przyblizen wymiernych /2 jest 41/29 (to skrécone
1517/1073), ale tez 3/2, 7/5 czy 17/12.

Skoro propozycja opisania liczb rzeczywistych za pomoca utamkéw
tancuchowych jest tak atrakcyjna, to czemu uczymy si¢ zupelnie innego sposobu
patrzenia na nie?
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Nazwisko Dedekinda stalo sie nazwa
podzialu liczb wymiernych na dwie czesci
o tej wlasnosci, ze kazda liczba w jednej
z nich jest mniejsza od kazdej liczby

w drugiej, dlatego ze podczas gdy
Eudoksos moéwit, iz kazda proporcja, czyli
liczba, to przekrdj liczb wymiernych,
Dedekind dodatl: i kazdy przekrdj to
liczba. Tym sposobem pojawito si¢ wiele
liczb, o jakich matematycy nie mieli
pojecia. Okazalo si¢ wrecz, ze liczby
praktycznie stosowane przez
matematykéw to tylko dajaca si¢
zaniedba¢ mniejszos¢.

Jaka$ czescia odpowiedzi jest fakt, Zze byla tez inna propozycja, przedstawiona
przez Eudoksosa (—408; —355). On nie przedstawial proporcji wielkosci jednego
rodzaju za pomoca ciagu liczb naturalnych, lecz opisywal ja poprzez jej dolne

i gérne przyblizenia wymierne. A robil to tak.

Proporcja wielko$ci jednego rodzaju A i B jest réwna proporcji wielkosci
jednego (ale mozliwe, Ze zupelnie innego) rodzaju o i B, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych n i m zachodzq warunki:

jeslin-A>m-B, ton-a>m-[;
jeslin-A=m-B,ton-aa=m-[3;
jeslin-A<m-B,ton-a<m:-f.

A gdzie tu sa zapowiadane przyblizenia wymierne? Popatrzmy na to tak,
zaktadajac przez chwile, ze zachodzi pierwsza sytuacja:

41 A m a
l]esh§>;,to§

A - .
zatem 7, jak i %

m
>

maja takie same wymierne przyblizenia dolne.
Trzeci przypadek wskazuje, ze %, jak i % maja te same przyblizenia gorne.

t.acznie wigc proporcja jest wyznaczona przez zbiér wszystkich swoich
wymiernych przyblizen dolnych i przyblizen gérnych. Cos takiego nazywamy
dzi$ przekrojem Dedekinda i to jest obowiazujacy od stuleci sposéb uprawiania
liczb rzeczywistych.

Dzi$§ moze nam by¢ trudno wyobrazi¢ sobie $wiat bez — niejako danych nam
od urodzenia — liczb rzeczywistych. Wyobrazmy sobie jednak, ze ich nie ma
i wykazmy za Euklidesem (VI ksiega Elementow), ze

stosunek pol dwoch trojkgtow o réwnych wysokosciach jest réwny stosunkowi ich
podstaw (pamietajmy: pola i odcinki to sa wielkosci réznych rodzajow).

Najpierw spostrzezenie pomocnicze: pola trojkgtow o réwnych wysokosciach
1 podstawach sq réwne — dowodzi si¢ go nozyczkami (Czytelniku, czy masz
nozyczki?), rozcinajac kazdy taki tréjkat na trzy kawalki i skladajac z niego
prostokat o jednym boku réwnym podstawie, a drugim — potowie wysokosci.

Skoro tak, to mozemy dwa tréjkaty, o ktérych méwi twierdzenie, narysowaé
jako prostokatne. I mozemy je zestawié tak, aby ich réwne (bo réwne wspélnej
wysokosci) przyprostokatne pokryly sie.

Teraz odkladamy n razy w lewo podstawe lewego trojkata i m
razy w prawo podstawe prawego tréjkata. Otrzymane punkty
taczymy z gérnym wierzchotkiem wspolnej przyprostokatnej,
otrzymujac na lewo n trojkatéw o polach réwnych lewemu
kolorowemu tréjkatowi, a na prawo m tréjkatoéw o polach

Istnieje jeszcze jeden powdd, ktéry mogt
spowodowaé ,wygrana” koncepcji
Eudoksosa. Podal on bowiem bardzo
piekny sposéb mierzenia zwany calka
Eudoksosa, catkowaniem Starozytnych
badz metodg wyczerpywania, ktéry stuzyt
matematykom az do XVI wieku. Ale to
juz inna historia.

réwnych kolorowemu prawemu tréjkatowi (tun =4, m = 2).

Gdy ztozymy rysunek wzdtuz wspdélnej przyprostokatnej, to n-krotna lewa
podstawa bedzie wieksza od m-krotnej prawej wtedy i tylko wtedy, gdy n-krotne
lewe pole bedzie wicksze od m-krotnego pola prawego.

Wynalazek liczb rzeczywistych to, zdaniem wielu, najwigkszy wynalazek
matematyczny wszech czasow. Nad pomystem Eudoksosa rozptywali sie

w zachwycie zwlaszcza Archimedes i — wiele lat p6zniej — Newton. Ten ostatni
swoj podziw wyrazal, podkreslajac, ze nie jest mozliwe podzielenie rozciaglosci
w przestrzeni przez rozciaglo$é w czasie, bo to zupelnie inne rzeczy — jest
natomiast mozliwe podzielenie liczby mierzacej rozciagloéé w przestrzeni przez
liczbe mierzaca rozciaglo$é w czasie — bo to takie same liczby! W wyniku
dzielenia otrzymamy woéwczas liczbe, ktérej znaczenie (w tym przypadku
zapewne predkosé) musimy ustalié.

Tak wiec liczby rzeczywiste pozwolily na zastosowanie matematyki do wszelkich
zjawisk, bo kazde z nich opisujemy tymi samymi liczbami (co faktycznie
w koncepcji Eudoksosa lepiej widaé).
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