Rys. 1
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Rozwigzanie zadania F 954.
Dtlugofalowa granica zjawiska
fotoelektrycznego okreslasprace

wyjécia W elektronu, charakterystyczna
dla metalu, z ktérego zrobiona jest
fotokatoda: W = hvy,., gdzie h to stata
Plancka. W rozpatrywanym przypadku
Vpr =6+ 10'* Hz. Skoro siatka, majaca
potencjal U = 3V zatrzymuje wszystkie
fotoelektrony, to ich energia kinetyczna
mv2/2 < eU, gdzie m i e to masa

i tadunek elektronu, a v — jego predkosé,
przy czym znak réwnosci odpowiada
elektronom o maksymalnej

predkosci vmax. Energia, potrzebna do
wykonania pracy wyjsécia i nadania
elektronowi predkoéci, pochodzi od fotonu
o czestosci v, wigc zgodnie z prawem
zachowania energii mamy

MV

hy =W +
(réwnanie Einsteina). Stad, korzystajac
z otrzymanych zaleznosci, mamy
hv = hvp, + eU i ostatecznie
v = (hvp, + eU)/h, a po podstawieniu
danych liczbowych v = 13,2 - 104 Hz.

W sieci Bayesa
tukasz RAJKOWSKI

Rozpoczniemy od zartobliwej, acz pouczajacej historyjki: podczas rozmowy
dwoch statych bywalcow lokalnego baru jeden z nich méwi do drugiego
»Noszenie kaloszy jest bardzo niezdrowe; ilekro¢ budze si¢ rano i mam
je na nogach, boli mnie glowa”. Latwo wskazaé luke w przedstawionym
rozumowaniu (psujac odrobine dowcip, ale czegdz nie robi sie dla dobra nauki):
cho¢ niewatpliwie spedzenie nocy w kaloszach i poranny bol glowy czesto
wystepowaly wspélnie, nie mozna na tej podstawie powiedzie¢, ze to pierwsze
jest przyczyna drugiego. Oba maja po prostu wspélna praprzyczyne, jaka
jest niechlubne zamilowanie autora uwagi do wysokoprocentowych trunkow.
Zalezno$¢ te mozna przedstawié¢ graficznie, tak jak na rysunku 1, na ktérym
X, Y i Z zwiazane sa odpowiednio z kaloszami na nogach, porannym boélem
glowy i przesadna konsumpcja poprzedniego wieczora. Zwréé¢my uwage, ze
(1) nie kazdy wieczér spedzony jest w barze (na szczescie), (2) nie kazdy
wieczor spedzony w barze skutkuje bolaca glowa (kaloszami na nogach)
nastepnego ranka i (3) nie zawsze bolaca glowa (kalosze) sa dowodem
na wieczér spedzony w barze. Sugeruje to, aby na X, Y, Z patrzeé¢ jak na
zmienne losowe, ktére okreslone wartodei (powiedzmy 0 i 1) przyjmuja
z okreslonym prawdopodobienstwem. Jest zatem sensowne pytanie na przyktad
o prawdopodobienstwo obudzenia sie z kaloszami na nogach bez bélu glowy oraz
gdy nie byliSmy poprzedniego dnia w barze, czyli

pX’yvz(].,0,0) = P(X = ].,Y = 0, Z = 0)

Funkcja px y,z ma kilka funkcji ,,pochodnych”, mozna z niej, na przyklad,
odczytaé¢ prawdopodobienstwo obudzenia si¢ z kaloszami

px (1) = px,v,z(1,0,0) + pxv,z(1,0,1) + px v, z(1,1,0) + px v, z(1, 1, 1).
Podobnie mozemy zdefiniowaé py,pz, a takze px y,py,z i px,z — za kazdym
razem sumujemy px,y,z dla wszystkich mozliwych wartoci zmiennych, ktére nie
wystepuja w dolnym indeksie (otrzymujemy w ten sposob rozklady brzegowe).
Jestesmy tez w stanie obliczy¢ prawdopodobienstwo obudzenia sie bez kaloszy
pod warunkiem spedzenia wieczoru w barze, czyli

px1z(1]1) = px,z(1,1)/pz(1).
Analogicznie mozemy okresli¢ funkcje pa| g, pa,Bjc ¢zy pa|B,c, gdzie pod A, B,C
mozna dowolnie wstawi¢ X, Y, Z; otrzymamy w ten sposéb rozklady warunkowe.
Zwroémy uwage na oczywista algebraicznie rownosé

(*) DXy, z =Pz Py|z PX|Y,Z-

Wspomniany na poczatku bywalec baru zaobserwowal zaleznoéé miedzy
kaloszami i bélem glowy, mozemy jednak podejrzewaé, ze zjawiska te sa
niezalezne pod warunkiem pobytu w barze. Oznacza to, ze jedli dysponujemy
informacja o sposobie spedzenia poprzedniego wieczoru, to wiedza o kaloszach
na nogach o poranku nie wplynie na nasza oceneg szansy na bdl glowy.
Wykorzystujac wprowadzone przez nas oznaczenia, mozemy to zapisaé¢ na trzy
algebraicznie réwnowazne sposoby

Py|x,z =Pv|z, PX|v,z =DPx|z» PX,)Y|z =Px|zPv|z
(wszystkie te réwnosci mozna szybko sprowadzi¢ do px y,zpz = px,zpy,z)-
Rownosé (x) mozemy wéwezas zapisaé jako
(%) PX,Y,Z =Pz Dy|Z * PX|Z-
W takiej sytuacji méwimy, ze funkcja px v,z faktoryzuje si¢ wzgledem grafu
przedstawionego na rysunku 1 — przedstawia si¢ bowiem jako iloczyn, w ktérym
kazdy czynnik jest postaci p,miennaljej rodzice w grafie- J€8li w kazdym z czynnikow
ze zmiennych, po ktérych warunkujemy, nie da sie niczego uszczknaé (tak, jak
przechodzac z zawsze prawdziwego (*) do szczegdlnego (kx)), to méwimy, ze
dany graf jest siecig bayesowskq dla funkcji px,y, 7. Jedli graf z rysunku 1 jest
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siecia bayesowska dla naszych zmiennych, to polaczenie (%) (zawsze prawdziwe!)
i (x#) (zalozenie o faktoryzacji) daje nam px|y,z = px|z, czyli warunkowa
niezalezno$é X i Y (oznaczang jako X 1 Y'|Z). Z drugiej strony mamy

pxy (@, y) = pz(0)py |z (y|0)px|2(2[0) + pz(L)py |2 (y[1)pX| 2 (2[1),
czego bez dodatkowych zalozen nie mogliby$smy zapisaé jako iloczynu dwéch
funkcji, z ktorych jedna jest zalezna tylko od x, a druga tylko od y. W ogdlnosci
nie wystepuje zatem niezaleznosé¢ X od Y, co zostalo zaobserwowane przez
bywalca baru.

Zastanowmy sie, jakie jeszcze dwukrawedziowe sieci bayesowskie moga rzadzié
zachowaniem trzech zmiennych. Gdyby px v,z faktoryzowalto si¢ wedle grafu
na rysunku 2, mielibySmy px v,z = pxpz|xpy|z- Odpowiadaloby to sytuacji,
Rys. 2 w ktérej X jest ocena ze sprawdzianu z trygonometrii, Z oceng roczna

z matematyki, a Y — $rednig na Swiadectwie. Wéwcezas X i Y sag zalezne

(choé delikatnie), przestaje to jednak mieé¢ miejsce, jesli rozpatrzymy sytuacje
pod warunkiem oceny z matematyki (nie myli¢ z warunkiem z matematyki).
Odpowiada to prostej do sprawdzenia (wykorzystujac px,y,z = pxPz|xPy|x,z)
réwnosci Py|z = Pv|X,z-

Ostatnia mozliwosé jest przedstawiona na rysunku 3. Wéwczas ma miejsce
zaleznos¢ px.y,z = PxPyPz|x,y- Zmienne X,Y sa niezalezne (zachodzi bowiem
Py = Py|x), zaleznosé ta nie wystepuje jednak w ogélnosci po ,,zwarunkowaniu”
po Z. Ta sie¢ znajduje odzwierciedlenie w sytuacji, gdy Z oznacza uruchomienie
sie alarmu przeciwpozarowego, X — ¢wiczenia ewakuacji, a Y — faktyczny
pozar. Nie ma powodéw, aby sadzi¢, ze szansa na wystapienie pozaru budynku
byta zalezna od planu przeprowadzania w nim ¢éwiczen przeciwpozarowych,

jesli jednak styszymy alarm i wiemy, ze na dany dzien nie byly zapowiadane
¢wiczenia, powinni$my jak najszybciej (ale bez paniki!) wziaé¢ nogi za pas.

Rys. 3

Grafy przedstawione na rysunkach 1, 2, 3 zwyklo sie nazywaé
w specjalistycznym zargonie odpowiednio ,widelcem” (fork), ,tancuchem”
(chain) i ,zderzaczem” (collider).

7 powyzszych rozwazan wynika, ze znajomos¢ sieci bayesowskiej odpowiadajacej
funkcji px,y,z pozwala na sformutowanie wnioskéw o (warunkowej) niezaleznosci.
Oczywiscie, rozpatrywaliSmy trywialny przypadek trzech zmiennych — co sie
dzieje, kiedy jest ich wiecej? Kandydat na sie¢ bayesowska dla zmiennych
X1,..., X, musi byé grafem skierowanym, i to nie byle jakim: wymagamy od
niego, aby nie mial zadnych cykli (Directed Acyclic Graph, czyli DAG). Dla
przykladu, DAG przedstawiony na rysunku 4 jest siecia bayesowska dla funkcji
Rys. 4 prawdopodobienstwa px, x, x,,x,, X5, X, jeSli zachodzi

PX1,X2,X3,X4,X5,Xe — PX2 " PX5|Xs " PX1|X5 " PX4| X1 " PXg|X5,Xs " PX3|Xs

i nie mozna usunaé z powyzszego napisu zadnej ze zmiennych ,,warunkowych”.

Jakie (warunkowe) niezaleznosci spelniaja wéwczas zmienne Xy, ..., Xg?
Okazuje sie (i jest to jedno z podstawowych twierdzen teorii sieci bayesowskich;
)
- jego dowdd jest bardziej skomplikowany, niz moze si¢ na pierwszy rzut oka
Rozwigzanie zadania F 953. , . . . L, . , . . .
Poniewas g = €fag fiag, wydawad), ze (warunkowa) niezalezno$¢ wynika wéwczas z wystepujacych
a 0cu = €Nncu ficu to w sieci bayesowskiej d-rozdzielnosci. Mowimy, ze wierzchotki X i Y w grafie G sa
TAg NAg HAg ., . , e e . .. . e e s e .
von  mowion” d-polgczone przez zbiér wierzchotkow Z| jesli istnieje pomiedzy nimi $ciezka
Korzystajac 7 tego, #e n — pN/M, X=Wy—W;—...— W, — Wiy =Y (nie bierzemy pod uwage kierunku

gdzie p to gestosé, M - cigzar atomowy,  krawedzi) taka, ze dla dowolnego 1 <4 < k zachodzi
a N — liczba Avogadro, otrzymujemy:

Oag _ PAs Mo piag o jesli W1 — W; + W;11, to W; lub ktérys z jego potomkéw (dzieci, wnukdw,
. 1 . L , .
ocu  Mag pou pcu prawnukéw. . . ) nalezy do Z

a stad

pas _ oas Mag pou e w przeciwnym przypadku W; nie nalezy do Z.

HCu ocu Mcu pag

o ) = . Jedli X, Y nie sa d-polaczone przez Z, to méwimy, ze sa przez Z d-rozdzielone.
Podstawiajac tablicowe wartosci gestosci L. ) . ) . . K
i ciezaréw atomowych, dostajemy W sieci przedstawionej na rysunku 4 wierzchotki X5 i X, sa d-rozdzielone
Kag/pou & 1.5, przez X1, nie sa jednak d-rozdzielone przez { X1, X3}. Zgodnie ze wspomnianym
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Podpowiedz do rysunku 2 z Malej Delty

1N

A\\—/
Czworokat AHCC' jest
réwnoleglobokiem |HC| = |AC|,

|*AC’B| = |xACB| = 7, bo sa to katy
oparte na tym samym tuku.

TN

Podpowiedz do rysunku 4 z Malej Delty

B

Z NAHDB: —— = cos a.
cosﬂ

Jesli. ..

Drogi Czytelniku, narysuj takie cztery okregi, ze

I przecina si¢ z 11, II z III, ITI z IV i IV z I. Powstanie
osiem punktéw — wspélne punkty I i II nazwij A1 i Bio
i podobnie pozostale. Jesli trafi Ci sie tak, ze — jak na
rysunku — punkty Ajo, Aoz, Asq, A4 leza na jednym
okregu, to wowczas punkty Bia, Bas, Bss, Ba1 tez beda
lezaly na jednym okregu (jak tutaj) lub na jednej prostej.

Udowodnij to!

Podobnie gdyby punkty Ais, Bia, Ass4, B3y lezaly na
jednej prostej lub jednym okregu, to wowczas pozostate
punkty tez lezalyby na jednej prostej lub na jednym

okregu.

A czy te prawidlowosci beda mialy miejsce, gdy niektére
punkty A;; zamienisz z punktami B;;?

twierdzeniem oznacza to, ze w tej sytuacji, jesli znamy wartos¢ X1, to wiedza
o X5 nie dostarcza nam informacji o Xy; bytoby jednak inaczej, gdyby$my

na poczatku poznali jeszcze X3. Odpowiada to ,,przeptywowi informacji”

w sieci: miedzy X5 a Xy sa dwie Sciezki: &1 = Xo — X5 — X1 — X4 oraz

So = Xo = X5 — X + X4. Informacja nie przeplywa przez S,, przeplywa
jednak przez Si1. Zmieni sie to, kiedy dowiemy sie czegos o X1 — wéwczas obie
Sciezki sa zablokowane. Gdy jednak uzyskamy réwniez informacje na temat X3,
to dowiemy sie czegos$ o X, przez co ,odblokujemy” $ciezke Sy (na tej samej
zasadzie, jak w przykladzie o alarmie przeciwpozarowym).

Nalezy podkresli¢, ze choé z sieci bayesowskiej mozemy odczyta¢ wystepujace
miedzy zmiennymi warunkowe niezaleznosci, nie mozemy na jej podstawie
wnioskowadé o ich braku. Przykladem moze by¢ sytuacja, w ktérej X, Y to wyniki
dwéch niezaleznych rzutéw symetryczna moneta (gdzie orzel kodowany jest
przez 0, a reszka przez 1), natomiast Z to odpowiedZ na pytanie o réwnosé¢ X
iY (0 falsz, 1 — prawda). Sie¢ bayesowska odpowiadajaca tym zmiennym
byta przedstawiona na rysunku 3. Pomimo tego, ze wierzcholki X i Z sa
d-potaczone, sa one niezalezne. Wedle tej zasady dziata kazdy godny szacunku
kryminal: pojedyncza wskazéwka nic nie méwi o przestepcy, ale uwzglednienie
ich wszystkich pozwala na doprowadzenie go przed oblicze sprawiedliwosci.

Czytelnik Pragmatyczny zapewne zaczal sie juz niecierpliwi¢ — wprowadziliSmy
mnoéstwo nowych pojeé, a sformutowalismy tylko jedno twierdzenie, ktérego
nawet nie udowodnilidémy; po co wiec caly ten ambaras? Otz sieci bayesowskie
sg bardzo porecznym matematycznym wynalazkiem, pozwalajacym w czytelny
spos6b przedstawiaé zaleznosci miedzy zmiennymi losowymi. Sa one uzyteczne
zwlaszcza wtedy, gdy chcemy zilustrowaé bezposrednie zwiazki miedzy nimi.
Dziata to réwniez w druga strone — cho¢ na podstawie samych obserwacji nigdy
nie jesteSmy w stanie zidentyfikowaé zwiazkéw przyczynowo-skutkowych (jest to
zasada, ktéra kazda osoba przeprowadzajaca analize statystyczng powinna miec
na uwadze), zidentyfikowanie najprostszej sieci bayesowskiej mozna traktowaé
jako krok w dobrym kierunku. Zauwazmy bowiem, na przyklad, ze jesli wérod
zmiennych XY, Z zaobserwujemy niezalezno$¢ X od Y, jednak zmienne te

sa zalezne pod warunkiem 7, to wiemy, ze mamy wowczas do czynienia ze
yzderzaczem”. Stanowi to pewng mglisty przestanke (nie zawsze sluszna), ze

X iY skladaja sie” na Z; wiemy jednak z calg pewnoscia, ze Z nie moze

by¢ przyczyna ani X, ani Y (wéwezas bowiem mielibyémy do czynienia z inna
struktura niezaleznosci). Sprawe czesto komplikuja tutaj tak zwane ,ukryte
zmienne” — jak, na przyktad, wizyta w barze ostatniej nocy, ktora nie zostata
uwzgledniona podczas analizy. . .

M. K.
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