Na wydziale Matematyki, Informatyki

i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego
co roku odbywa sie konkurs na projekt
stworzony w Mathematice. W roku 2017
nagrodzono program, o ktérym pisz¢

w tym artykule. Pliki zrédtowe do tego

i innych programéw mozna pobraé ze
strony: http://mathematica.mimuw.edu.pl/
competition.html

Mathematica jest programem platnym,
lecz niektore jej funkcjonalnosci dostgpne
sg za darmo. Za pomocg darmowego
programu Wolfram CDF Player mozna
przegladaé programy zapisane

w rozszerzeniu .cdf. Istnieje dedykowana
strona, na ktérej mozna znalezé wiele
ciekawych demonstracji. Pod tym
adresem znalez¢ mozna wersje
demonstracyjng mojego programu

o fraktalach:
http://demonstrations.wolfram.com/
FractalsAndTheirHausdorffDimension/

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Mathematica i fraktale

Dawid DABKOWSKI*

Wolfram Mathematica to popularny, nie tylko wéréd studentéw matematyki,
system obliczeniowy, ktory umozliwia rozwiazywanie zadan z dziedzin, takich jak
matematyka, fizyka czy ekonomia. Mamy tu oczywiscie rachunek rézniczkowy

i calkowy, algebre i statystyke, lecz takze najrézniejsze metody z zakresu

od matematyki czysto teoretycznej az po zastosowania w data science, biznesie,
inzynierii czy medycynie. Lacznie mamy prawie 5000 wzajemnie zintegrowanych,
wbudowanych funkcji. Mathematica uzywa wlasnego jezyka programowania
Wolfram Language, ktéry cechuje sie wydajnym operowaniem na listach.

Zaleta systemu Mathematica jest takze przyjazny interfejs z rozbudowana,
dokumentacja kazdej z funkcji, a takze szerokie mozliwosci interaktywnej
wizualizacji obliczen.

Cho¢ zastosowania Mathematici sa bardzo szerokie, tutaj skupie sie na

tych czysto teoretycznych. Pokaze bowiem, jak Mathematice zastosowaé do
elementarnej teorii fraktali. Opisze zalozenia teoretyczne oraz pokaze funkcje,
dzigki ktérym uzytkownik moze sprawdzaé¢ poprawnosé¢ danych wejsciowych,
obliczaé¢ analitycznie i numerycznie wymiar Hausdorffa i wreszcie generowaé
pickne wizualizacje fraktali!

Rys. 1. Wizualizacja kolejnych iteracji fraktala, stworzona w Mathematice
Fraktale na kartce

Zanim zaczniemy programowad, przyblizmy nieco temat fraktali. R6zne
sa definicje fraktali. Méwiac o fraktalach, mamy zwykle na my$li zbiory
w przestrzeni R”, ktére sa samopodobne, a wiec sktadaja sie z wielu
przeskalowanych kopii samych siebie.

Matematyk zwykle powie, ze fraktal to zbiér, ktorego wymiar Hausdorffa jest
wiekszy od jego wymiaru topologicznego. O wymiarze Hausdorffa mozna mygsle¢
jako o uogdélnieniu wymiaru topologicznego dla zbioréw, ktorych nie da si¢
latwo sparametryzowaé. O fraktalach mozemy my$leé jako o zbiorach (zwykle)
niecalkowitego wymiaru!

Formalnie, dla zbioru F C R™ i s > 0 definiujemy s-wymiarowa miare Hausdorffa:
H*(F) = i 'f{ 15 (U, Sest 6-pokryci F}
(F) Jim in lzzl |Ui|* : {U;}52, jest 6-pokryciem

gdzie |V| oznacza $rednice zbioru v. Méwiac prosciej, ustalamy ¢ i s

i pokrywamy zbiér F' zbiorami o érednicy nie wigkszej niz . Ze wszystkich
takich pokry¢ wybieramy to, ktére minimalizuje wyrazenie ., |U;|*. Nastepnie
zmniejszamy 0. Klasa mozliwych pokryé zbioru bedzie sie zmniejszaé, zatem
infimum bedzie rosnaé. Okazuje sie, ze zbiegajac z § do zera, otrzymamy
konkretna granice H*(F) € [0,00]. O mierze tej wiemy, ze przyjmuje stale
warto$¢ oo az do pewnego s, powyzej ktorego jest stale réwna 0. Wtasnie to s,
dla ktérego nastepuje swoista ,,nieciaglos¢” miary, to nasz wymiar Hausdorffa:

dimpy (F') :=inf{s : H*(F) = 0} = sup{s : H*(F) = oo}.
Wyznaczanie wymiaru Hausdorffa z tej definicji jest zwykle bardzo trudne.

W naszym programie rozpatrywaé bedziemy jednak tylko szczegdlna klase
fraktali, dla ktérych szczedliwie zachodzi pewne dogodne twierdzenie.
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Fraktale powstawa¢ beda rekurencyjnie wewnatrz
kwadratu podzielonego na réwna siatke. W pierwszym
kroku wezytywana jest lista wspélrzednych i wielkosci
kwadratow, ktore zaznaczane sa na siatce. Kwadraty
moga mie¢ wspélna co najwyzej krawedz lub wierzchotek
i nie moga wystawaé poza linie siatki. Caly obraz

jest nastepnie skalowany i rysowany w kazdym

z zaznaczonych kwadratéw. Procedure te¢ powtarza

si¢ kilka razy, az do okreslonej liczby rekurencji.

Mamy wiec funkcje podobienstw Sy, ..., Sy, : R? — R2,
ktore przeksztalcaja caty zbiér na jeden z mniejszych
kwadratow, ze skalami podobienstw cq, ..., ¢,,. Formalnie
nasz fraktal jest tzw. atraktorem ukladu iterowanych
odwzorowan. Zachodzi woéwczas nastepujace twierdzenie:

Zaléimy, zZe podobieristwa S; ze skalami ¢; (dla 1<i<m)
spelniajq warunek otwartego zbioru™. Wdéwczas, jesli

F jest zbiorem niezmienniczym ze wzgledu na S; (tzn.
spelniajgcym F = UM S;(F)), to wymiar Hausdorffa
dimp F' jest skoriczony i zadany rozwigzaniem réownania
S et =1 ze wzgledu na parametr t.

1=1"1
*Warunek otwartego zbioru zapewnia, ze obrazy
podobienstw S; nie pokrywaja si¢ zanadto. Dokladnie méwi
on, ze istnieje taki niepusty ograniczony zbior otwarty V', ze
Vo U:r;l Si(V), przy czym suma ta jest rozlaczna. U nas
jako V wystarczy wziaé¢ wnetrze duzego kwadratu. Obrazy
podobienstw zbioru poczatkowego leza wéwczas we wnetrzach
malych kwadratéw, ktore sa roztaczne i zawieraja sie we
wnetrzu duzego kwadratu.

Fraktale w Mathematice

Majac juz zaplecze teoretyczne, przejdzmy do
Mathematici. Na rysunku 2 widzimy trzy przyktadowe
okna koncowego wyniku programu, ktéry napisatem

w Mathematice.

Parameters

preset | Sierpinski triangle ~
division (2124567891011 12
iterations [1123 456729
initial st
Animation
grid (1
zo0med square 12 3
zoom value ]
1 EbE

Coloring
mverse 0
fracalcolor | |

background

Caleulations
inputlength 3

Hausdorff dimension

aact Logi3]
Logi2]

approc 15849

Rys. 2. Interaktywne okna programu

Mamy tutaj okno z interaktywnym interfejsem oraz
parametrami (po lewej) i wizualizacja (po prawej).

Z rozwijanej listy preset mozemy wybraé¢ domyélny zbiér
poczatkowy, taki jak sierpinski triangle, lub wybraé
custom i wpisa¢ wlasny. Robimy to, ustalajac parametr
division (rozdzielczo$é kwadratu) i wpisujac wspolrzedne
i wielkosci kwadratéw w liste w obszarze initial set.
Kolejne iteracje zbioru mozemy potem generowac,
zwigkszajac parametr iteration. Za pomoca przycisku
grid mozemy wys$wietli¢ siatke, a za pomoca zoomed
square i zoom value uruchomi¢ animacje przyblizania
wybranego fragmentu fraktala. Ponizej znajduje sig
przycisk inverse do inwersji koloréw i suwaki koloréw:
fractal i background. Dalej mamy pokazane parametry
fraktala: dlugosé danych wejsciowych input length i limit
iteracji iterations (obliczany za pomoca prostej funkeji
ze wzgledéw wydajnosciowych). Wreszcie, na samym
dole mamy wyswietlony wymiar Hausdorffa: doktadny —
ezact (o ile analityczne wyznaczenie jest mozliwe) oraz
przyblizony — approz.

Widaé, ze oprocz obszaru wyswietlania mamy tu
kontrole najrézniejszych typow: listy rozwijane, pola
wyboru, pola tekstowe, suwaki i palety kolorow.

W Mathematice taki interfejs mozna tatwo stworzy¢ za
pomoca funkcji Manipulate, ktéra opisuje dynamiczne
$rodowisko do obliczen. Pierwszym argumentem
funkcji jest wyrazenie, ktére ma byé dynamicznie
aktualizowane. W naszym przypadku sa to wszystkie
niezbedne obliczenia i rekurencyjna formula generujaca
grafike. Drugim argumentem jest lista kontrolowalnych
parametrow i ich ustawienia. Oprécz tego mozemy tez
podaé opcje, ktore pomoga nam dostosowaé zachowanie
i wyglad $rodowiska. Wszystkie te trzy elementy
wystepuja na schemacie 1.

Manipulate [[...]

setNorm = normalize [set
size = 540;

len = Max[1, Length[setNorm]];

zoomAt = If[zoomAt > len, 1, zoomAt];
lim = iterations [len];

iter = If[iter > lim, 1, iter];
haus = dimension [setNorm |;

nhaus = ndimension [setNorm |;
Graphics [{[...], fractal[setNorm,
[

div |;

] ] k)

iter]}, [...

{{div, 2, "division'}, 2, 12, 1},
{{iter , 1, "iterations"},

Thread [Range[lim| —> Range[lim]]},
{{set, "", "initial set"}},
ControlType —> {Automatic, PopupMenu, Setter,
Setter , InputField , Automatic, Automatic, Setter,
Automatic, Automatic, Automatic, ColorSlider ,
ColorSlider , Automatic},

ControlPlacement —> Left]

Schemat 1. Fragment gtéwnej funkcji programu.

Omowimy teraz funkcje obliczajaca wspélrzedne
kwadratéw do wyswietlenia przedstawiona na
schemacie 2. Funkcja ta podzielona jest na cztery
mniejsze funkcje. Pierwsza z nich, nazwana shift,



bierze liste kwadratéw i numer jednego z nich. Za
pomoca obliczen algebraicznych zwraca liste kwadratow
o wspolrzednych zaczepionych w danym kwadracie.
Nastepna funkcja to scor, ktora zwraca wspotrzedne
wszystkich kwadratéw w nastepnej iteracji, a wigc
zwraca dluga liste kwadratow potraktowanych funkcja
shift. Korzystamy tutaj ze wbudowanej instrukcji Table
tworzacej liste oraz wbudowanej funkcji Flatten, ktora
liste list splaszcza do jednej dlugiej listy. Ostatnia

z naszych funkcji to fscor, ktora zagniezdza funkcje scor
az do limitu iteracji. Zagniezdzanie funkcji robimy za
pomoca wbudowanej funkcji Nest. Otrzymujemy wiec
bardzo dtuga liste wspotrzednych malych kwadratow.
Na koniec zamieniamy ja na obiekty graficzne typu
Rectangle za pomoca funkcji square. Ostatecznie
przyktadamy funkcje square do wszystkich elementéw
listy, za pomoca operatora /@Q. Na wyjSciu mamy wiec
liste kwadratow, ktore wyswietlamy potem w gléwnej
funkcji wewnatrz srodowiska Graphics.

fractal [setNorm__, iter | :=
Module [{ inputSet = setNorm},

shift [s_, i ] := Table[{
s[[i, 1]] T inputSet [[k, 1])*s[[i, 3]],
s[[i, 2]] + inputSet [[k, 2]]xs[[i, 3]].
s[[i, 3]]xinputSet[[k, 3]]},
{k, 1, Length[inputSet]}];
scor [list__ ]| :=
Flatten [Table[shift [list , i],
{i, 1, Length[list]}], 1];
fcor[list__, it_] := Nest[scor, list, it — 1];

square [{(x vy r }] =
Rectangle [{x, y}, {x + r, y + r}]
square /@ fcor [inputSet, iter]]
Schemat 2. Funkcja liczaca wspélrzedne kwadratéw.

Mamy juz wizualizacje, oméwmy zatem funkcje
obliczajace wymiar Hausdorffa przedstawione na
schemacie 3. Sa to funkcje dimension oraz ndimension,
ktoére obliczaja odpowiednio dokladny i przyblizony
wymiar. Pierwsza z nich korzysta ze wbhudowanej
funkcji Solve, ktéra w analityczny sposéb probuje
rozwiazaé¢ uklad réwnan. Funkcja ta nie zawsze
prowadzi do rozwigzania. W takim przypadku za
pomocy instrukeji If powodujemy, aby zwrocita
odpowiedni napis. Druga funkcja uzywa bardzo
podobnej wbudowanej funkcji NSolve. Réznica jest taka,
ze wynik wyznaczony jest numerycznie z odpowiednig,
precyzja. Zawsze otrzymamy wynik jako przyblizona
liczbe wymierna w zapisie dziesietnym. W Mathematice
wystepuje wiele funkcji z dodana w nazwie literg N.

W szczegdlnoscei sama funkcja N zwraca zaokraglona
warto$é w systemie dziesietnym. Takie funkcje sa
szczegollnie przydatne, gdy nie mamy pewnoéci, ze
rozwigzanie analityczne nie istnieje, tak jak w naszym
przypadku.

dimension [s_] := Module[{sl = s},

alt_] := Sum[s1[[j, 3]]7t, {j, 1, Length[sl]}];
b= (t /. Solve[a[t] = 1, t, Reals])[[1]];

If [MatchQ[b, Root[_]] == True,

Text [t Simplify [a[t] = 1]], b]]
ndimension[s_| := (t /.NSolve[Sum[s[[]j, 3]] " t,
{j, 1, Length[s]}] = 1, t, Reals])[[1]]

Schemat 3. Funkcje liczace wymiar Hausdorffa.

W programie mamy takze kilka funkcji sprawdzajacych
poprawno$é¢ danych wprowadzonych przez uzytkownika
(aby zapobiec nieprzewidzianym zachowaniom
programu). Jedna z nich jest funkcja checkPattern,
ktora sprawdza, czy wejscie spelnia podstawowe
zalozenia, tzn. jest lista tréjek ztozonych z liczb
catkowitych. W funkcji tej wykorzystywane sa tzw.
wzorce, czyli zapytania dotyczace liczby i rodzaju
argumentéw. Przykladowo wzorzec List[ ] oznacza
liste z dowolna liczba argumentéw, a List/ Integer,

_ Integer, __Integer] oznacza liste zlozona z trzech

liczb calkowitych. Wzorce sa sprawdzane za pomoca
wbudowanej funkcji Match@. U nas sprawdzamy
najpierw, czy na wejéciu otrzymali$my liste (jesli nie,
to zwracamy domys$lny zbiér). Nastepnie, za pomoca
petli For, przechodzimy po catej lidcie, sprawdzajac, czy
sa to tréjki liczb calkowitych. Elementy niepasujace do
tego wzorca sa usuwane za pomoca wbhudowanej funkcji
Delete.

checkPattern[s | := Module[{s]l = s},

sl = If[MatchQ[sl, List[__]], sl, point];

For[i = 1, i <= Length[sl], i++,
If [MatchQ[s1[[i]],
List [ _Integer, _Integer, _Integer]] = False,
sl = Delete[sl, i]; i——, Nothing]

]5 s1]

Schemat 4. Jedna z funkcji sprawdzajaca poprawno$é danych
wejsSciowych.

Program sklada sie jeszcze z kilku elementow,
ktoérych nie pokazalidémy. Przedstawione tu funkcje
pokazuja jednak gtéwna idee dzialania programu

w Mathematice. Wykorzystaliémy wbudowane
funkcjonalno$ci Mathematici, takie jak srodowisko
Dynamic (funkcja Manipulate), funkcje operujace
na listach (Flatten, Table, operatory), zagniezdzanie
funkcji (funkcja Nest), analityczne i numeryczne
obliczanie réwnan (funkcje Solve i NSolve) oraz
rozne funkcje operujace na wzorcach. Uzylidmy takze
konstrukcji typowych dla jezykow programowania,
takich jak If czy For. Za pomoca kilku $redniej
dlugosci funkcji stworzyliémy rozbudowane
narzedzie do wizualizacji fraktali i obliczenia
wymiaru Hausdorffa, co jest przeciez zadaniem dosé
nietrywialnym.
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