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Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

V44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2018

na stronie deltami.edu.pl

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
749 (WT = 3,05) i 750 (WT = 1,49)
z numeru 11/2017

Roksana Stowik Knuréw 44,30
Marcin Kasperski Warszawa 43,83
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Tomasz Choczewski  Szczecin  34.83

Michatl Kozlik Gliwice 32,23 rekurencyjny

Niewiele Pan bierze udzial w naszej Lidze
— co zauwazamy z nieukrywanym zalem.
Od startu Ligi tylko pie¢ uczestniczek
przekroczyto prég 44 p. Pani Roksana
Stowik jest jedyna, ktéra te bariere
pokonata dwukrotnie!

Rozwigzania zadan z numeru 2/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:
755. Niech P(z) bedzie takim wielomianem o wspélezynnikach
rzeczywistych, ze

P(x) + P"(z) > 2P (2)
Dowiesé, ze P(z) > 0 dla = € R.

dla x € R.

756. Dana jest liczba catkowita n > 2. Wykazaé, ze dla kazdego

uktadu dodatnich liczb catkowitych ai, ..., a, zachodzi nieréwnosé
NWD(a1,...,an) - NWW(ai,...,an) <ay-...:an.
Scharakteryzowa¢ (dla ustalonego n) te uklady ai,...,a, (dodatnich

liczb catkowitych), dla ktérych napisana nieréwnosé staje sie
réwnoscig.

755. Gdy P(z) jest funkcja stala, implikacja jest oczywista.

Dalej przyjmijmy, ze P jest wielomianem stopnia dodatniego.

Wielomian P — 2P’ 4+ P"” ma taki sam stopien, a przy tym
przyjmuje — zgodnie z zalozeniem — wylacznie wartosci
nieujemne. Jest to wiec wielomian stopnia parzystego. Ten
sam stopien ma zaréwno wielomian P, jak i wielomian

Q(z) = P(z) — P'(z). Kazdy z tych wielomianéw, jako
funkcja ciaglta zmiennej rzeczywistej, majaca granice oo przy
|x] — oo, przyjmuje w pewnym punkcie osi liczbowej swoja
warto$¢ minimalng. Niech wiec

min P(z) = P(a), minQ(z) = Q(b);
z€R z€R

W punkcie, realizujacym minimum, pochodna jest rowna
zeru: P'(a) =0, Q'(b) =0. Zauwazmy, ze, w my$l zalozenia
zadania,
Qx)—Q'(x)= (P(:c)—P’(m)) — (P'(ac)—P”(:C)) >0dlazeR.
Podstawiajac © = b dostajemy Q(b) > 0. Jest to wartosé
minimalna wielomianu @, zatem

Q(x) = P(z) — P'(x) >0 dla wszystkich = € R.
Podstawiamy @ = a i mamy P(a) > 0. To warto$¢ minimalna
wielomianu P. Zatem P(z) > 0 dla z € R.

a,beR.

756. Przyjmijmy oznaczenia: m = NWD(aq,.
M =NWW(ai,...,an), P=ai-... an.
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cyan),
Wystarczy

generuje ciag x1, T2, s, ..

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

Zadania z matematyki nr 763, 764
Redaguje Marcin E. KUCZMA

763. Dany jest wielomian P(z) stopnia 2, o wspélczynnikach rzeczywistych,
oraz liczba naturalna n > 1. Udowodnié, ze moze istnie¢ co najwyzej jeden
wielomian Q(z) stopnia n, spelniajacy réwnanie P(Q(x)) = Q(P(x)) dla = € R.

764. Czy istnieja liczby naturalne a,b > 1, wzglednie pierwsze i takie, ze wzoér

n
Tpp1 =b+ [] ok
k=1

., ktorego wszystkie wyrazy sa liczbami ztozonymi?

1 = a,

Zadanie 764 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

wykazaé, ze kazda liczba pierwsza, ktéra dzieli iloczyn mM,
wchodzi do iloczynu P w co najmniej takiej samej potedze.
Niech wigc p bedzie liczbg pierwsza i niech (dla¢=1,...,n)
k; bedzie takim wykltadnikiem, ze p*|la; (ten napis oznacza,
ze a; dzieli sie przez p*i, ale nie przez p**1). Wéwczas p®||m,
PP M, gdzie a = min{ki,...,kn}, 8 = max{ki,..., kn},

i wobec tego p®™?||mM. Oczywiscie p*1*FFn | P,
Poréwnanie wyktadnikéw nie pozostawia watpliwosci:

(1) knt+max{ki, ... kn} <ki+ ...+ kn.

Wobec dowolnoéci wyboru p, uzasadnia to zadana nieréwnosé
mM < P.

Kiedy zachodzi rowno$é¢ mM = P 7?7 Wtedy, gdy kazda
liczba pierwsza dzieli mM w dokladnie tej samej potedze,
w jakiej dzieli P. Czyli gdy dla kazdej liczby pierwszej p
nieréwnosé (1) (z wyktadnikami k;, wyznaczonymi przez p)
staje sie réwnoscia.

min{kq, ..

Dla n = 2 jest tak zawsze; dostajemy znang tozsamosé:

NWD(a,b) - NWW(a,b) = ab.

Dla n > 3 réwnosé¢ w relacji (1) oznacza, ze gdy po jej prawej
stronie usuniemy jeden najwiekszy i jeden najmniejszy
sktadnik, pozostana jakie$ nieskreslone skladniki, o zerowej
sumie — czyli wszystkie réwne zeru. Sktadnik najmniejszy
automatycznie takze jest zerem. Tylko jeden sktadnik po
prawej stronie (1) moze by¢ dodatni. To znaczy, ze tylko
jedna z liczb a1, ..., a, moze dzieli¢ si¢ przez p. Wobec
dowolnosci p, znaczy to, ze liczby a1,...,a, sa parami
wzglednie pierwsze.

I na odwrét, gdy tak jest, wéwczas dla kazdej liczby
pierwszej p mamy w ciagu (k1,...,k,) co najwyzej jeden
wyraz niezerowy; nieréwnsé (1) przechodzi w réwnosé,

i w konsekwencji mM = P.

Podsumowujac: dla n > 3, réwnos¢ mM = P zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy liczby a1,...,a, sa parami wzglednie
pierwsze; dla n = 2, ta rownos$¢ jest tozsamoscia.



Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2018

Zadania z fizyki nr 660, 661
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

660. Soczewka plaskowypukla wykonana jest ze szkla o wspdlezynniku
zalamania n = 1,6. Promien powierzchni wypuklej wynosi R = 10 cm, grubosé
soczewki d = 0,2 cm. Na powierzchnie ptaska soczewki pada réwnolegle do jej
osi optycznej wiazka $wiatla. Gdy odslonieta jest tylko niewielka czesé soczewki
0 wokol osi optycznej, promienie ogniskuja sie na ekranie. Znalez¢ Srednice plamki
na ekranie po odstonieciu calej soczewki.

v 661. Podstawa walca przytwierdzona jest do gladkiej powierzchni poziomej.

Rys. 1 Rys. 2

Rozwigzania zadann z numeru 2/2018

Przypominamy tres¢ zadan:

652. Znalezé przyspieszenie, z jakim spada pionowo w dét okragta
metalowa plytka o masie m w jednorodnym polu magnetycznym
o indukcji B, rownolegtym do powierzchni Ziemi. Plaszczyzna
plytki jest réwnolegta do linii pola magnetycznego i prostopadla
do powierzchni Ziemi. Grubosé ptytki d jest duzo mniejsza od jej
promienia R, przyspieszenie ziemskie ma warto$é g.

653. Do waskiego, prostopadlosciennego naczynia nalano pewng ilo$é
cieczy (rys. 2). Nastepnie naczynie zaczeto obraca¢ wokél pionowej osi
symetrii. Przy pewnej predkosci katowej odstonieta zostala k-ta czesc
powierzchni dna. Jak zmienilta si¢ w wyniku tego sita parcia na dno

i waskie $cianki boczne (w poréwnaniu z przypadkiem nieruchomego
naczynia)? Ciecz nie wylewa si¢ z naczynia. Napiecie powierzchniowe
mozna zaniedbad.

E ®sB y

Fp, «—&—F— Fg

—1 ~

Rys. 3 Rys. 4

652. Na poczatku rozwazmy przypadek, gdy plytka
porusza sie pionowo w dét ze stala predkoscia v. Na
swobodne elektrony w plytce dziala w polu magnetycznym
sita Lorentza (rys. 3) F, = evB, gdzie e jest wartoscia
bezwzgledna tadunku elektronu. W wyniku tego elektrony
przemieszczaja si¢ na lewa strone ptytki. Powoduje to
powstanie pola elektrycznego E skierowanego jak na
rysunku. Elektrony przestaja sie przemieszczaé, gdy sita
Lorentza zostaje zréwnowazona przez sile elektryczna

Fr = eF, czyli zachodzi zwiazek F = vB. Poniewaz,
grubosé plytki jest duzo mniejsza od jej promienia,
mozemy ja traktowaé jako kondensator plaski, w ktérym
napiecie miedzy powierzchniami wynosi U = Fd, a ladunek
na powierzchniach Q = CU = BuveyS, gdzie S = mR? jest
powierzchnia ptytki. Gdy predkosé plytki rosnie, zmieniaja
sie tadunki na jej powierzchniach, czyli przez plytke plynie
prad o natezeniu I = AA—? = % = 05 Ba, gdzie a

jest przyspieszeniem ptytki. Na przewodnik z pradem
w polu magnetycznym dziata sita elektrodynamiczna,
ktéra w naszym przypadku ma zwrot pionowo w gore
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D Nitke przymocowano jednym koncem do powierzchni bocznej walca przy
jego podstawie o promieniu r i owinigto wokét walca k razy (k jest liczba

| calkowita). Do swobodnego kotica nitki przyczepiono kulke i nadano jej

0 predko$é v skierowana wzdluz promienia walca (rys. 1). Po jakim czasie cala
nitka ponownie nawinie si¢ na walec?

i warto$¢ F' = IdB. Réwnanie ruchu plytki ma postaé
ma = mg — £0SB%da. Stad szukane przyspieszenie jest

, - mg
réwWne a = ="y

653. Oznaczmy wysokosé stupa cieczy w nieruchomym
naczyniu przez h, a rozmiary podstawy naczynia przez 2l

i a. Zgodnie z trescia zadania a < 2, mozemy wiec przyjac,
ze powierzchnia cieczy w obracajacym si¢ naczyniu ma
ksztalt jak na rysunku 4.

OdpowiedZ na pierwsze pytanie jest oczywista. Sita parcia
na dno réwna jest ciezarowi cieczy niezaleznie od tego, czy
naczynie obraca sie, czy pozostaje w spoczynku.

Rozwazmy maly element cieczy o masie m na jej
powierzchni w obracajacym sie naczyniu. Dziata na niego
sita ciezkoséci mg i sita reakcji N ze strony pozostalej
cieczy, prostopadla do jej powierzchni (rys. 4). Wypadkowa
tych dwéch sil jest sita dosrodkows o wartosci F' = mw?z,
gdzie w jest predkoscia katowa, a x odlegloscia elementu
cieczy od osi obrotu. Styczna do powierzchni cieczy

w badanym punkcie nachylona jest do pc;ziomu pod

katem o i spelnione s zwigzki: tgor = <% = Y (x),

gdzie funkcja y () opisuje ksztalt powierzchni cieczy.

Stad y (z) = “;gz + ¢, a stala ¢ mozemy wyznaczy¢
7 warunkow bgzggzowych. Gdyy=0,z=kl,0< k<1,
zatem ¢ = f%. Poniewaz ciecz jest niescisliwa i jej
objetosé stata, mozemy wyznaczy¢ predko$é katowa
obracajacego sie naczynia, przyrownujac objetosé cieczy
w poldéwce naczynia spoczywajacego i obracajacego sie:
l
alh = a/y(x)dw = 2" (1 — 3k2 4 2k%),

Kl
stad
_ 6gh
= P—3k22k3)

Wysokosé cienkiego stupka cieczy stykajacego si¢ z waska

w2

4o : . 1—k?
$cianka naczynia wynosi H = y (1) = wQZQ% =
= 30Kk 7o0dnie 7 prawem Pascala cignienie ciecz
= T-3%z1255 - Zgodnie z prawem Pascala ciSnienie cieczy
na waska Scianke boczna zmienia sie liniowo z wysokoscia,
a jego warto$¢ srednia wynosi p, = %, gdzie p jest
gestoscia cieczy. Szukany stosunek paré¢ na Scianke boczna
w obracajacym sie i nieruchomym naczyniu rowny jest

_ (H\2 _ [ 3(1-k*) \2 R . .
n —'( 5 ) = (7173k2+2k%) : Wynik nie zalezy od ro'dza‘]u‘
i objetosci cieczy, rozmiaréw naczynia oraz przyspieszenia

grawitacyjnego. Gdy k = 0, otrzymujemy n = 9.



