Informatyczny kacik olimpijski (116):
Ciagi i lancuchy

Tym razem oméwimy dwa zadania z IX International Autumn Tournament
in Informatics, ktéry odbytl sie w listopadzie 2017 roku w Szumem w Bulgarii.

Zadanie Ciagi: Dane sq trzy dodatnie liczby
catkowite n, m i k. Nalezy obliczyc liczbe
niemalejgcych ciggow diugosci n o wartosciach
bedgcych liczbami calkowitymi z przedzialu [1;m],
w ktorych Zadna wartosé nie wystepuje wiecej

niz k razy. Przyklad: dlan =4, m=3 ik =2
poprawng odpowiedziq jest 6. Poprawnymi ciggami
sqe: (1,1,2,2), (1,1,2,3), (1,1,3,3), (1,2,2,3),
(1,2,3,3) oraz (2,2,3,3).

Rozwigzanie O(n - m - min(n, k))

W rozwiazaniu skorzystamy z techniki
programowania dynamicznego. Niech D P[i][]
oznacza liczbe niemalejacych ciaggdéw dlugosci 4,
zlozonych z liczb catkowitych z przedziatu [1; 5],
w ktérych zadna warto$é nie wystepuje wiecej niz
k razy. Latwo zauwazy¢, ze:

e DP[0][j] =1 dla j € [1;m], jest tylko jeden

pusty ciag;
e DP[i|[1] =1 dlai € [1;k];
e DPi|[l]=0dla i€ [k+ 1;n].
Zastanowmy sie teraz, jak obliczy¢
warto$é¢ DP[i][j] dla pozostalych par i, .
W ciggach niemalejacych elementy o tych
samych wartosciach tworza spdjny przedzial.
W szczegdlnosci wartosci j tworza spojny
przedzial dlugosci [ € [0, min(é, k)]. Zatem,
otrzymujemy ogdlny wzér:
min(é,k)
DP[lj)= Y DPi—1[j-1].
1=0
Odpowiedzia w zadaniu jest warto$¢ DP[n|[m].
Rozwiazanie dziala w czasie O(n - m - min(n, k)).

Rozwigzanie O(n - m)
Powyzszy wzoér mozemy zapisaé réwnowaznie jako:
e dlai <k,

DPi][j] = X _, DP[i—~1][j—1] =

= DPli|[j—1+Y_, DP[i—1][j—1] =
-1+ i_s DPli—1-1)[j—1] =
]

= DP|
= DP[i][j—1]+DP[i—1][j]
o dlai>k,

DP[i|[j] = Y- DPli—1[j—1] =

= DP[i|[j—1]+ Y, DPli-{][j—1] =

= DPi][j—-1]+¥5, DPli—1-1][j-1] =

= DP[i][j—-1+DP[i—1][j]-DP[i—1—k|[j—1]

Zauwazmy, ze obliczenie wartodci D[i][j] dla
dowolnych 4, j zajmuje czas staly. Zatem cale
rozwigzanie dziala w czasie O(n - m).
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Zadanie Lancuchy: Dany jest cigg liczb catkowitych
a=ay,as,...,a,. Lancuch rozpoczynajgcy sie na k-tej pozycji
powstaje w nizej opisany sposob. Znajdujemy pierwszy
wickszy element na prawo od aj, 1 oznaczamy go przez ay, .
Nastepnie znajdujemy pierwszy wiekszy element na prawo
od apy1 1 oznaczmy go przez ay,, itd. W ten sposob,

dla ustalonego k otrzymujemy lancuch ay,,ap,, ..., a,, -

W zadaniu nalezy dla kazdego k € {1,2,...,n} znaleZ¢ dlugosé
tancucha rozpoczynajgcego sie na k-tej pozycji. Przyklad: dla
a =3,5,4,5,6 wynikiem jest (2,1,2,1,0).

Rozwigzanie O(n?)

Najprostsze rozwiazanie polega na wygenerowaniu

dla kazdego k € {1,2,...,n} laicucha rozpoczynajacego sie
na k-tej pozycji (zgodnie z opisem w tresci zadania)

i wypisaniu jego dlugosci. Wyznaczenie tancucha

dla kazdej pozycji zajmuje O(n) operacji (musimy
przeiterowaé sie po calym ciagu). Zatem cale rozwiazanie
dziata w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n)

Niech F[k] oznacza dlugo$¢ lanicucha rozpoczynajacego sie
na k-tej pozycji. W tym rozwiazaniu bedziemy wyznaczali
F[k] dla kolejnych k od n do 1 (od prawej do lewej).
Zalézmy, ze obliczyliSmy juz F[k + 1], Flk + 2], ..., F[n]

i chcemy obliczy¢ F[k]. Jedli pierwszym wigkszym elementem
na prawo od ay jest a;, wtedy F[k] = F[l] + 1 (korzystamy
z wezesdniej obliczonego wyniku dla ). Jesli zas wszystkie
elementy na prawo sa nie wieksze niz ay, wtedy F[k] = 0.

Zastanowmy sie teraz, jak dla kazdego aj wyznaczyé
pierwszy wiekszy element na prawo od niego. Oczywiscie,
mozemy to zrobi¢ naiwnie (przegladajac kolejne elementy).
Wéwezas jednak otrzymamy rozwiazanie O(n?).

Zauwazmy, ze dla pary indekséw 1 <1 < m < n, jesli

a; = pm, t0 amy nie bedzie kolejnym elementem w tancuchu
dla zadnego elementu na pozycji [1;1] (mozemy mysleé

0 tym w ten sposéb, ze a; przystania a,,). Zatem kandydaci
na kolejny element w tancuchu tworza ciag rosnacy.
Przegladajac ciag a od prawej do lewej, przechowujemy
kandydatéw na stosie. Na szczycie stosu znajduje sie
najmniejszy element, na dole za$ najwigkszy. Kiedy

chcemy znalezé kolejny element w tancuchu dla ay,
wowcezas tak dlugo zdejmujemy elementy ze stosu, az

na szczycie stosu pojawi sie element wigkszy niz ag. Jesli
taki element nie pojawi sig, oznacza to, ze taki element

nie istnieje. Po wyznaczeniu kolejnego elementu w tanicuchu
odkladamy aj na szczyt stosu.

Powyzszy algorytm dziala w zamortyzowanym czasie
liniowym. Wynika to bezposrednio z wlasnosci stosu (kazdy
z n elementéw zostal doktadnie raz odlozony na stos i raz

z niego zdjety). Powyzsze rozwiazanie dziala w czasie O(n).
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