Dobble

Wielu Czytelnikéw z pewnoécia zna gre Dobble. Zestaw do gry sklada sie z wielu
okraglych kart, na kazdej z nich jest 8 réznych rysunkow. Kazde dwie karty
zawieraja doktadnie jeden wspélny symbol. Gra, w skrocie, polega na tym, zeby
jak najszybciej dostrzec ten wspdlny symbol.

Ostatnio znajomy zapytal mnie, jak wywnioskowad, ile jest kart w grze z dwoch
nastepujacych wlasnosci: 1) kazda karta ma 8 symboli, 2) kazde dwie karty maja
doktadnie jeden wspdélny symbol. Sprobujmy na nie odpowiedzie¢. Zauwazmy
najpierw, ze jesli zgubimy ktoras z kart, to nadal bedziemy mogli gra¢, czyli nadal
spelnione beda dwa powyzsze warunki. W zwiazku z tym nie mozemy dokladnie
okredli¢, ile musi by¢ kart, bo zawsze moze by¢ ich mniej. Ciekawe natomiast jest
pytanie, ile moze by¢ maksymalnie kart w talii.

Na tak sformutowane pytanie mozemy odpowiedzie¢ w sposéb wykretny.
Mianowicie mozemy wybra¢ pewien symbol, powiedzmy sfonia, i na kazdej karcie
narysowaé stonia, a oprécz tego umiesci¢ na réznych kartach rézne symbole, ktore
nigdy sie nie powtarzaja. Nietrudno zauwazy¢, ze mozemy stworzy¢ dowolnie wiele
kart, uzywajac tego schematu. W takiej talii kart rzeczywiscie kazde dwie karty
beda mialy jeden wspdlny symbol, ale zawsze bedzie to stoni, gra nie bedzie zbyt
ciekawa. Dodajmy wiec dodatkowe zalozenie, ktore spowoduje, ze gra bedzie nieco
bardziej grywalna: 3) nie istnieje symbol, ktéry wystepuje na wszystkich kartach.
Zadajmy wiec ponownie pytanie: ile kart moze by¢ maksymalnie w takiej talii?

Pokazemy, ze taka talia ma co najwyzej 57 kart. Wybierzmy pewna karte,
nazwijmy ja wyrozniong. Powiedzmy, ze narysowane sa na niej rézne psy, bedziemy
je nazywad: pies numer 1, pies numer 2, ..., pies numer 8. Kazda z pozostatych
kart zawiera jakiego$ psa, i to doktadnie jednego, bo musi mie¢ dokladnie

jeden wspolny symbol z karta wyrézniona. Udowodnimy teraz, ze dla kazdego
i€{1,...,8} poza karta wyrdzniona jest co najwyzej 7 kart, ktére zawieraja

psa numer ¢. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze i = 1, dla innych ¢ dowdd jest
analogiczny. Poniewaz zaden symbol nie wystepuje na wszystkich kartach, wiec
musi istnie¢ karta, ktora nie zawiera psa numer 1, nazwijmy ja specjalng. Musi ona
jednak zawieraé jakiegos psa, gdyz musi mie¢ wspolny symbol z karta wyrézniona.
Zalozmy bez straty ogdlnosci, ze karta specjalna zawiera psa numer 2, a oprocz
tego 7 kotow: kota numer 1, ..., kota numer 7. Zauwazmy teraz, ze kazda

karta, ktora zawiera psa numer 1, musi mie¢ wspolny symbol z karta specjalna.
Nie zawiera psa numer 2, a wigc musi zawiera¢ jakiego$ kota. 7 drugiej strony
zadne dwie karty, zawierajace psa numer 1, nie moga mie¢ tego samego kota,

bo zawieralyby wtedy dwa wspolne rysunki. Kotéw na karcie specjalnej jest 7,

a to oznacza, ze oprocz karty wyrdznionej jest co najwyzej 7 kart zawierajacych
psa numer 1. W ten sam sposéb pokazujemy, ze dla dowolnego i € {1,...,8}
oprocz karty wyrdznionej jest co najwyzej 7 kart zawierajacych psa numer .

A wiec w sumie kart w talii jest co najwyzej 7 razy 8 plus 1 wyrézniona, czyli co
najwyzej 57.

Na powyzsze rozwazania mozna rowniez spojrze¢, uzywajac nieco bardziej
zaawansowanych narzedzi geometrii i algebry. Rysunki utozsamiamy wtedy

z punktami, a karty beda prostymi, tyle ze w przestrzeni rzutowej. Jesli przestrzen
ta bedzie miala wymiar 2 (czyli bedzie plaszczyzna) i bedzie nad cialem
skoniczonym wielkosci 7, to spelnione beda warunki 1) kazda prosta ma 8 punktéw
oraz 2) kazde dwie proste przecinaja si¢ w jednym punkcie. Dodatkowo spelniony
bedzie warunek nawet ogdlniejszy niz 3), czyli dla kazdego punktu istniejg dwie
proste, ktore przecinajg sie¢ w tym doktadnie punkcie. Mozna nietrudno wykazac,
ze prostych tych bedzie 72 4+ 7 + 1 = 57, co pokazuje, ze ograniczenie 57 istotnie da
sie osiagnaé! Co ciekawe, w grze Dobble jest tylko 55 kart, nie wiadomo zupelnie,
dlaczego producenci zdecydowali sie usunaé 2 karty.

Podobna konstrukcje kart, zawierajacych k symboli kazda, mozna wykonaé dla
dowolnego k takiego, ze k — 1 jest potega liczby pierwszej. Wynika to z faktu, ze
istnieje ciato skonczone o mocy n € N wtedy i tylko wtedy, gdy n jest potega liczby
pierwszej. Wigcej o grze Dobble, skoniczonych ciatach i plaszczyznach rzutowych
mozna przeczytaé¢ w artykule Naprawde ciekawa gra w AJ%.
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