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Rozwigzanie zadania M 1566.
Udowodnimy, ze k = n — 2.

Oznaczmy krétko A — B, jezeli
zawodnik A wygral z zawodnikiem B,

a tréjke zawodnikéw (A, B, C) o tej
wlasnosci, ze A - B — C — A nazwijmy
remisowq (tréjki (A, B,C), (B,C, A),

(C, A, B) utozsamiamy).

Rozwazmy turniej szachowy z udzialem
zawodnikow Aq, Ao, ..., Ap_o, X, Y

o nastepujacych wynikach:

e X Y,

e YV 5 A > Xdlai=1,2,...,n—2;

o jezelil<i<j<n—2toA; = Aj.
Wowczas

Al Ay — ... A, o> X =Y — Ay,
wiec opisany turniej spelnia zalozenia
zadania (zawodnicy moga usia$é przy
okraglym stole w okreslonej powyzej
kolejnosci). W takim turnieju sa
doktadnie n — 2 tréjki remisowe,
mianowicie (A4;, X,Y) dla

i=1,2,...,n — 2, co oznacza, ze
k<n—

Dowéd nieréwnosci k > n — 2
przeprowadzimy indukcyjnie. Dla n = 3
jest doktadnie jedna tréjka remisowa.
Przypus$émy, ze liczba trdjek remisowych
w turnieju z n zawodnikami (ktérych
mozna odpowiednio usadzi¢ przy
okraglym stole) jest nie mniejsza od

n — 2, przy czym n > 3, i rozwazmy
dowolny turniej z n + 1 zawodnikami Ay,
Az, ..., Apt1, w ktérym

Al — Ay — ... = App1 — Ay

Jezeli Ajyo — A; dla kazdego
i1=1,2,...,n+1 (gdzie Ap42 = A; oraz
A,ys3 = As), to kazda z tréjek
(Ai, Aip1, Ajy2) jest remisowa, wiec jest
ich co najmniej n + 1 (w szczegdlnosci
wiecej niz n — 1).
W przeciwnym przypadku istnieje takie i,
ze Ay — Ajyo; bez straty ogdlnosci
(ewentualnie cyklicznie przenumerowujac
zawodnikéw) przypusémy, ze i = n.
Wéwecezas z zalozenia indukcyjnego
wynika, ze A1, Aa, ..., A, tworza co
najmniej n — 2 rézne trojki remisowe.
Wystarczy wiec wykazad, ze istnieje
tréjka remisowa, do ktérej nalezy
zawodnik A, 1. Istotnie, skoro
Apt1 — Ay oraz A, — Ap41, to istnieje
takie j (1 <j<n—1),ze

Ajpr = Ang1 — Ay,

na przyklad j = min{€: Ay - A, 41} —1
itréjka (A, Ajp1, Any1) jest wowezas
remisowa. To konczy dowéd indukcyjny

i rozwiazanie zadania.

Penrose pokazal, iz osobliwo$ci wewnatrz
czarnych dziur powstaja bez wzgledu na
stopien ,,symetrycznosci” kolapsujacej
materii.

Stephen Hawking (1942-2018)
Sebastian J. SZYBKA*

Pamietajcie, aby patrzeé w gore na qwiazdy, a nie w dol na swoje stopy. Starajcie sie
zrozumiec to, co widzicie i zastanawiajcie sie, dlaczego Wszechswiat istnieje. BadZcie
ciekawi. Jakkolwiek Zycie wyda sie wam trudne, zawsze jest cos, co mozecie zrobic¢

i co moze sie wam udac. Liczy sie to, Ze sie nie poddajecie. Stephen Hawking
14 marca 2018 roku zmart Stephen Hawking — wybitny fizyk teoretyk, kosmolog,
relatywista, ale takze autor popularnonaukowych ksiazek sprzedanych

w dziesiatkach milionéw egzemplarzy. Miat 76 lat. Trudno byloby znalezé
bardziej rozpoznawalng sylwetke wsréd wspdlezesnych osobistodci $wiata
naukowego. Umyst Hawkinga, oczarowany tajemnica istnienia i wbhrew
ograniczeniom ciala swobodnie wedrujacy po Wszechswiecie, na zawsze
pozostanie symbolem triumfu mysli nad materia.

Stephen Hawking urodzil sie¢ w Oksfordzie w Wielkiej Brytanii w 1942 roku.
Jego ojciec Frank Hawking i matka Isobel (z domu Walker) byli absolwentami
miejscowego uniwersytetu. Ojciec prowadzil badania medyczne dotyczace choréb
tropikalnych, natomiast matka studiowala ekonomie, politologie i filozofie. Gdy
mlody Stephen miat osiem lat, jego rodzina przeprowadzila sie z Oksfordu do
odlegtego 0 90 km St Albans. Tam tez uczeszczal do szkoly. Stypendium, ktoére
zdobyt, umozliwito mu rozpoczecie studiéw fizyki w Oksfordzie. Studia ukonczyt
w roku 1962.

Hawking zapragnal kontynuowac¢ swoja naukowa przygode w Trinity Hall
(Cambridge) pod okiem kosmologicznej gwiazdy owych czaséw: Freda Hoyle’a.
Skladajac dokumenty, nie wiedzial, ze to wlasnie z Cambridge bedzie zwigzane
cale jego naukowe zycie. Zrzadzenie losu sprawilo, ze opiekunem doktoratu
zamiast Hoyle’a zostal malo jeszcze wtedy znany Dennis Sciama. Sciama okazal
sie¢ doskonalym promotorem. W latach szesédziesiatych grupa Sciamy oprécz
Hawkinga skladala si¢ z George’a Ellisa, Brandona Cartera, Martina Reesa (inni
pézniejsi slawni wychowankowie Sciamy to Gary Gibbons i John D. Barrow).

Tuz po 21 urodzinach nadeszta wiadomosé, ktéra zdawalta sie przekreslaé
naukowa kariere Hawkinga: okazalo sie, ze jest nieuleczalnie chory. Postepujace
stwardnienie zanikowe boczne to choroba neurodegeneracyjna powodujaca sSmieré
przewaznie w ciagu kilku lat. Stephen Hawking, whrew opiniom specjalistow, od
momentu uslyszenia diagnozy zyl jeszcze 55 lat. Wiekszo$¢ swego zycia spedzit
na wozku inwalidzkim.

W latach szesédziesiatych teoria grawitacji Einsteina miata juz pét wieku.
Jednym z zagadkowych aspektéw tej teorii, ktory od samego poczatku jej
istnienia utrudnial fizyczna interpretacje rozwiazan réwnan Einsteina, byt
problem osobliwoéci — miejsc lub zdarzen, w ktérych gestosé energii i krzywizna
czasoprzestrzeni staja sie nieskoniczone. Einstein i inni wielcy tych wczesnych
lat, opierajac sie¢ na analogiach ze znanymi im teoriami, odrzucali rozwiazania
osobliwe jako niefizyczne. Nic w tym dziwnego — osobliwosci moga pojawié sie
nawet w teorii Newtona jako skutki uboczne zbyt uproszczonego modelowania
lub sztucznie narzuconej wysokiej symetrii rozwiazan. Przypuszczano, iz
osobliwosci wewnatrz czarnych dziur i ta kosmologiczna sa wlasnie takimi
artefaktami. Prawdziwy kolaps do czarnej dziury nie jest dokladnie sferycznie
symetryczny, a rzeczywisty Wszechéwiat nie jest idealnie jednorodny. Oba
uproszczenia byly niezbedne do przeprowadzenia obliczen i nie bylo wiadomo,
jak sprawdzié, co dzieje sie w bardziej realistycznych sytuacjach. W roku 1965
Roger Penrose, dzigki zastosowaniu nowatorskich metod matematycznych,
udowodnitl twierdzenie, z ktérego wynikato, iz osobliwos$ci wewnatrz czarnych
dziur nie sa artefaktem upraszczajacych zalozen. Innymi stowy, teoria grawitacji
Einsteina przewiduje, iz we Wszech$wiecie istnieja zdarzenia lub miejsca,

w ktorych réwnania tej teorii zalamuja sie. Stephen Hawking zmodyfikowal

i udoskonalil twierdzenie Penrose’a tak, aby w naturalny sposéb datlo si¢ je
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Matematyka Pogranicza jest konferencja
interdyscyplinarng, popularyzujaca
zastosowania i obecno$¢ matematyki

w réznych dziedzinach naszego zycia

i srodowiska — w architekturze, sztuce,
przyrodzie, kosmosie, muzyce i wielu
innych obszarach. Konferencja jest
skierowana do szerokiego grona
odbiorcéw. Jej zadaniem jest laczenie
$rodowisk po obu stronach wschodnich
granic Polski i jednoczesnie szukanie
pomostu miedzy matematyks i innymi
dziedzinami. Konferencja Matematyka
Pogranicza bedzie okazja do wszelakich
rozmoéw i dzielenia si¢ wiedzg réznych
$rodowisk, w szczegdblnosci nauczycieli

i matematykéw ze wschodniego
pogranicza Polski. Zapraszamy do udzialu
wszystkich zainteresowanych (nauczycieli
szkolnych i akademickich nie tylko
matematyki, historykéw, architektéw,
muzykéw oraz uczniéw i studentéw)

z Polski i krajow sasiadujacych od strony
wschodniej: Litwy, Ukrainy, Biatorusi,
Rosji, z zachodniej i poludniowej strony
réwniez.

mp.wi.pb.edu.pl

Wedlug Hawkinga temperatura czarnej
dziury (tu dla uproszczenia sferycznej
czarnej dziury Schwarzschilda) jest
odwrotnie proporcjonalna do jej masy M,
i réwna sie

he®

kT = s

8rGM
gdzie h jest zredukowang staly Plancka,
c predkoscig $swiatla w prozni, kp stalg
Boltzmanna, a G stala grawitacyjna
Newtona. Temperatura czarnej dziury
o masie Stonca wynosi jedynie
6,2-107% K.

zastosowaé do zagadnienia poczatkowej osobliwosci. W pracach tych brali udziat
rowniez Charles Misner, Robert Geroch i Brandon Carter. Pokazaly one, iz
istnienie Wielkiego Wybuchu jest naturalna konsekwencja teorii Einsteina i ze
rownania tej teorii nie wystarczaja do opisu chwili poczatkowej. W roku 1970
Stephen Hawking opublikowal wspdlnie z Rogerem Penrosem udoskonalona
wersje twierdzenia o osobliwo$ciach.

Innym waznym zagadnieniem, do ktérego zrozumienia przyczynit sie Stephen
Hawking, jest problem jednoznaczno$ci czarnych dziur. Wspolczesna astronomia
dostarcza nam wielu obserwacji przemawiajacych za istnieniem tych obiektéw we
Wszechswiecie. Skala ich mas imponuje: od czarnych dziur gwiazdowych o kilku
masach Stonica do obiektow galaktycznych o masach rzedéw dziesiatek miliardéw
mas Stonca. Poczawszy od roku 1967, wlasciwie do dzisiaj trwaja badania

nad twierdzeniami o jednoznacznosci czarnych dziur. Nad zagadnieniem tym
pracowalo i nadal pracuje wielu fizykéw. Jednym z nich byt Stephen Hawking.
Twierdzenia o jednoznacznosci implikuja, iz wszystkie czarne dziury, zaréwno
male, jak i te gigantyczne, opisywane sa przez to samo rozwiazanie réwnan
FEinsteina: odkryta w 1963 roku czasoprzestrzen Kerra. Rozwiazanie Kerra

w odniesieniu do obiektéw astrofizycznych zalezy tylko od dwoch parametrow:
masy i kretu. W roku 1973 Stephen Hawking uzasadnil podstawowe zalozenie
pojawiajace si¢ w twierdzeniach o jednoznacznosci. Wykazat on, ze rotujace
czarne dziury musza mie¢ symetrie osiowa. Co wiecej, udowodnil, ze jezeli
horyzont czarnej dziury (powierzchnia, po przekroczeniu ktérej nie mozna sie
juz z czarnej dziury wydosta¢) sklada sie z jednego ,kawalka”, to musi on mieé
ksztalt przypominajacy sfere (tzw. topologie sfery).

Twierdzenie o osobliwosciach i twierdzenia o jednoznacznosci czarnych

dziur to tylko dwa przykladowe wazne zagadnienia, nad ktérymi pracowalt
Stephen Hawking. W 1968 r. Stephen Hawking pokazal, jak w teorii

Einsteina zdefiniowaé globalny czas. Trzy lata pézniej udowodnil w ramach
teorii klasycznej, iz bez wzgledu na to, co wpadnie do czarnej dziury, pole
powierzchni jej horyzontu nie moze zmale¢. W tym samym roku razem z Garym
Gibbonsem przedstawil jedna z pierwszych prac na temat analizy sygnalow

fal grawitacyjnych. W roku 1973 wspélnie z Georgem Ellisem napisatl ksigzke
The Large Scale Structure of Space-Time. Ksiazka ta do dzisiaj stanowi
obowiazkowa pozycje w bibliotece kazdego relatywisty. Nie sposéb wyliczy¢
wszystkich osiagnie¢ Hawkinga. Warto wspomnie¢ o szczegdlnie waznym dla
niego wzorze, ktéry udato mu si¢ wyprowadzi¢ w roku 1974. Wiele lat temu na
zakonczenie spotkania zorganizowanego z okazji 60 urodzin Hawking wyrazit
zyczenie, aby ten wzdr zostal wyryty na jego grobie.

Rok 1974 rozdziela dwa okresy w zyciu naukowym Hawkinga: klasyczny

i kwantowy. W roku 1972 Jacob Bekenstein przedstawit hipoteze, iz
powierzchnia horyzontu czarnej dziury jest miara zawartej w niej entropii
(entropia to wielkosé, za pomoca ktérej fizycy mierza ,balagan”; czyli iloéé
informacji zawartej w ukladzie). Drugie prawo termodynamiki implikuje, iz
entropia ukladu izolowanego nie moze male¢. Twierdzenie Hawkinga z roku 1971
pokazuje, ze pole powierzchni horyzontu réwniez nie moze male¢. Ta analogia,
wedtug Bekensteina, sugerowala zwiazek miedzy dwiema wielkoSciami: entropia
i powierzchniag horyzontu. Hipoteza Bekensteina spotkala sie z dezaprobata
Hawkinga i jego kolegéw. Przeciez entropia zwiazana jest z temperatura, a skoro
klasyczne czarne dziury nie emituja promieniowania, to ich temperatura wynosi
doktadnie zero. Hawking, préobujac wykazaé¢ btednosé hipotezy Bekensteina,

w pomyslowy sposoéb polaczyl procedury kwantowej teorii pola i teorii grawitacji
FEinsteina. Ku swojemu zaskoczeniu odkryl, iz czarne dziury nie sg catkiem
czarne — efekty kwantowe powoduja, iz promieniuja! To oznacza, ze maja
niezerowa temperature i ze mozna przypisa¢ im entropie. Hawkingowi udato

sie wyprowadzi¢ wzor

]{5363

5= 4hG

wiazacy entropie czarnej dziury S z polem powierzchni jej horyzontu A.
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Model Hartle’a—Hawkinga to propozycja
rozwiazania problemu poczatkowej
osobliwosci. W tym modelu pytanie o to,
co dzialo si¢ przed Wielkim Wybuchem,
nie ma sensu. Czas wylania si¢ ze stanu,
ktéry zawieral wylacznie przestrzen.

@

Rozwigzanie zadania M 1565.
Udowodnimy, ze odpowiednie
zaplanowanie rozgrywek jest mozliwe dla
kazdego n > 2.

Rozwazmy ostrostup prawidlowy

(2n — 1)-katny o podstawie

A1As ... Asy 1 1 wierzchotku S.
Ponumerujmy zawodnikéw liczbami od 1
do 2n i ustalmy, ze zawodnik o numerze
2n w i-tej rundzie gra z zawodnikiem
onumerze i, adlal < k<< 2n—1
zawodnicy o numerach k i £ graja ze soba
w i-tej rundzie wtedy i tylko wtedy, gdy
ApAp L SA;.

Latwo zauwazy¢, ze to poprawnie
wyznacza przebieg rozgrywek: pary
zawodnikéw grajacych w kazdej z rund sa
rozlaczne, nie powtarzajg sie w réznych
rundach (kazdy bok oraz kazda przekatna
podstawy ostrostupa jest prostopadla do
dokladnie jednego z odcinkéw SA;) oraz
kazda runda sktada si¢ z doktadnie 2n — 1
partii.

Wtlasnie to osiagniecie uwazatl za jedno z najwazniejszych w swoim zyciu.
Odkrycie Hawkinga zostalo opublikowane w Nature. Promieniowanie czarnych
dziur okresla sie mianem promieniowania Hawkinga.

Jesli najlzejsze czarne dziury maja mase rzedu kilku mas Stonca, to
promieniowanie Hawkinga jest zbyt stabe, aby moglo zostaé zaobserwowane
w przewidywalnej przysztosci. Mimo to jest ono bardzo wazne dla teoretykow
— prawdopodobnie stanowi klucz do pogodzenia dwéch fundamentalnych teorii
fizycznych: mechaniki kwantowej i teorii grawitacji Einsteina. Z twierdzenia

o osobliwoéciach wynika, ze teoria grawitacji Einsteina nie wystarcza do
opisu catego Wszechéwiata. Wiele oséb przypuszcza, iz teoria kwantowej
grawitacji wypelni luki teorii Einsteina. Praca Hawkinga z 1974 roku oraz
wyniki uzyskane rok wcze$niej wraz z Brandonem Carterem i Jamesem
Bardeenem ujawnily szereg zaskakujacych analogii miedzy zachowaniem
czarnych dziur i podstawowymi prawami termodynamiki. Przypuszcza sig, iz
teoria kwantowej grawitacji pozwoli zrozumie¢ termodynamike czarnych dziur,
tak jak fizyka statystyczna pozwolila wyprowadzi¢ z fundamentalnych zasad
prawa termodynamiki klasycznej.

Odkrycie Hawkinga z roku 1974 sprawilo, iz skoncentrowal on swoje
zainteresowania na probach pogodzenia teorii kwantowej z grawitacja.
Kwantowa grawitacja powinna rozwiazaé problem osobliwoéci, zaréwno tych
we wnetrzach czarnych dziur, jak i osobliwo$ci poczatkowej. W roku 1983
Hawking razem z Jamesem Hartlem zaproponowat rozwigzanie problemu
narodzin Wszech§wiata (osobliwo$é poczatkowa) za pomoca procedury zwanej
no-boundary proposal. Propozycja ta wywotata rézne problemy, ktoérych nie
udalo si¢ rozwiaza¢ do dzisiaj. Ostatni artykul Hawkinga, ukonczony tuz przed
Smiercia, dotyczyl wlasnie tego zagadnienia.

Osiagniecia naukowe Stephena Hawkinga zostaly szybko docenione. W wieku
32 lat zostal wybrany na cztonka Royal Society. W roku 1979 objal Lucasian
chair of natural philosophy — pozycje profesorska, ktéra 310 lat wezesniej
piastowal sam Izaak Newton. Stawa Hawkinga nie ograniczala sie wylacznie
do $wiata naukowego. Dla wielu os6b Stephen Hawking byt znany jako

autor bijacej rekordy popularnosci ksiazki Krdtka historia czasu. Ksiazka ta
zostala przetlumaczona na ponad 35 jezykéw. Sprzedano ponad 10 milionéw
egzemplarzy.

Pomimo ciezkiej choroby Stephen Hawking nie stronit od aktywnego zycia

— odwiedzil biegun potudniowy, doswiadczyt lotu samolotem w ,,zerowej
grawitacji”, spotykal si¢ z ciekawymi ludzmi, bywal w operze i na koncertach,
wspdlpracowal z telewizja i kinem, gwiazdami muzyki. Czesto publicznie
wypowiadal swoje opinie na tematy dotyczace wiary, przysztoéci naszej
cywilizacji 1 zagrozen, ktére przed nami stoja. Stawa nie przytlaczala go,

lecz zdawata si¢ mu stuzy¢. Jego poglady naukowe dwukrotnie staty sie
przedmiotem publicznych zaktadéw. Po raz pierwszy w roku 1974 zatozyl

sie z Kipem Thornem (noblista z roku 2017) o to, czy czarne dziury istnieja.
Gdyby nie istnialy, nagroda wynagrodzitaby Hawkingowi czas, ktéry poswiecit
na ich badanie. W roku 1997 przedmiotem zakladu miedzy Stephenem
Hawkingiem i Kipem Thornem z jednej strony oraz Johnem Preskillem

z drugiej stal sie tzw. paradoks utraty informacji. Zgodnie z mechanika
kwantowa informacja, ktéra wpadnie do czarnej dziury, nie moze znikna¢ w niej
na zawsze. W praktyce spér dotyczyl tego, czy prawa mechaniki kwantowej
wymagaja modyfikacji (Hawking, Thorn), czy tez nie (Preskill). Chociaz

w roku 2004 Hawking przyznal si¢ do przegranej, to argumenty Hawkinga

nie przekonaly Kipa Thorna ani wigkszosci srodowiska naukowego. Zagadka
pozostaje wcigz nierozwigzana.

Stephen Hawking byl dwukrotnie zonaty. Z pierwszego malzenstwa mial tréjke
dzieci: Roberta, Lucy and Timothy’ego. Zmart w swoim domu w Cambridge.
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