Illustris: www.illustris-project.org

EAGLE: icc.dur.ac.uk/Eagle/ oraz
eagle.strw.leidenuniv.nl/

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

[1] J. Banasiak, E.K. Phongi,
Canard-Type Solutions in
Epidemiological Models,
dx.doi.org/10.3934/proc.2015.0085

[2] J. Banasiak, Bifurkacje dynamiczne
i osobliwie zaburzone uklady réwnan,
imsm.mimuw.edu.pl/konf30/slides/
j-banasiak.pdf

Parametr z¢ odpowiada liczbie
zarazonych w chwili t = 0.

Dzigki postepowi technologicznemu oraz dostatecznemu zrozumieniu

istotnych proceséw mozliwe stato si¢ wierne symulowanie reprezentatywnych
kawalkow Wszech$wiata. Dwie takie symulacje to Illustris oraz EAGLE. Na
stronach internetowych obydwu projektéw znajduja sie modele oraz animacje
z symulacji, przedstawiajace m.in. powstawanie galaktyk eliptycznych oraz
spiralnych. W obydwu projektach udalo si¢ odtworzy¢ wiele wlasnosci
obserwowanych galaktyk, miedzy innymi proporcje miedzy galaktykami
spiralnymi i eliptycznymi, sktad chemiczny, wielkoskalowy rozktad neutralnego
wodoru oraz rozktad galaktyk w gromadach.

Oczywiscie, sukces symulacji poprzedniej generacji nie jest konicem poszukiwan,
gdyz wciaz pozostaje wiele probleméw do rozwiazania. W Illustrisie powstajace
galaktyki sa nazbyt duze w poréwnaniu z rzeczywistymi rozmiarami. Innym
problemem jest to, ze gwiazdy w malych galaktykach powstawaly zbyt szybko,
wiec ich koncowy wiek jest 2-3 razy wigkszy od obserwowanego.

Najwazniejszym problemem, ktéry pozostaje do rozwiazania i ktory jest
najbardziej niepokojacy dla naukowcéw, jest problem wspomnianego juz
feedbacku. Niedostateczna rozdzielczosé symulacji oraz niepelne zrozumienie
odpowiednich procesow fizycznych skutkuje tym, ze dostarczanie energii do
osrodka miedzygwiazdowego przez gwiazdy i aktywne jadra galaktyk jest
modelowane w sposéb bardzo przyblizony, a nie wyprowadzane z podstawowych
praw fizyki. Najkrocej méwiac, dobierane sa takie parametry, aby pewna
wlasnos$é populacji galaktyk jak najlepiej zgadzata sie z rzeczywistodcia.

Na przyklad w symulacji EAGLE dazono do odtworzenia rozkladu ilosci
galaktyk w zaleznosci od ich masy, a w przypadku Illustrisa — $redniego tempa
powstawania nowych gwiazd w trakcie calej historii Wszechswiata. Zatem to,
ze ostatecznie otrzymano zgodnosé tych parametrow z obserwacjami, nie jest
sukcesem modelu, gdyz ten zostal dopasowany tak, aby otrzymaé taka zgodnosé.

W ciagu ostatnich kilkunastu lat dokonal si¢ olbrzymi postep w modelowaniu
galaktyk. Dzieki symulacjom komputerowym mozemy §ledzié¢ przebieg
proceséw astronomicznych niemozliwych do zaobserwowania. Mimo wszystkich
niedociagni¢é i probleméw umozliwily one lepsze zrozumienie proceséw
majacych wplyw na formowanie si¢ i ewolucje galaktyk. Obecnie kilka zespoléw
astrofizykéw pracuje nad nastepna generacja symulacji kosmologicznych,

po ktérych mozemy spodziewaé sie jeszcze lepszej zgodnosci z danymi
obserwacyjnymi.
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Roéwnanie z dreszczykiem
Piotr KRZYZANOWSKI*

Jaki$ czas temu Marek Bodnar z sasiedniego Zakladu Biomatematyki pokazal
mi niepozornie wygladajace rownanie rézniczkowe, ktore pojawito sie w pewnym
modelu przebiegu choroby zakaznej:

(1) X'(1) = —pX(1) + %()\X(T) (Ne"™™ — X(1)) — ’yX(T)).

Liczby p, A\, €,7v,7, N sa stalymi, dodatnimi parametrami modelu (zob. [1, 2]).
Niewiadoma jest funkcja X (7) odpowiadajaca liczbie chorych przypadajacych
na jednostke powierzchni. Zmienna niezalezna 7 to czas. Odpowiednio
skalujac zmienne wystepujace w rownaniu, mozemy sprowadzi¢ je do prostszej,
rownowaznej postaci

2) 2'(t) = x(t) - (e** — B — (1)),

przy czym A, B > 0 zaleza od parametréw oryginalnego zadania. Dodatkowo
na rozwiazanie nakladamy warunek x(0) = zg, gdzie xo > 0 jest kolejnym
parametrem zadania.
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Rys. 1. Wykres rozwigzania x(t) = cos(t)
réwnania z’(t) = —sin(t) w kazdym

swoim punkcie (¢, z) jest styczny do
wektora [1, — sin(t)].
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Rys. 2. Metoda Eulera, wymys$lona przez
kréla matematykéw podobno na potrzeby
przyblizonego rozwigzania zadania

z hydrauliki fontann dla kréla Prus. Tutaj
zastosowana do zadania z rysunku 1,

dla h = 0,7.
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Rys. 3. U géry: rozwigzania dla réznych
wartosci parametru A modelu (2) tylko
z pozoru wygladajg sensownie. Na dole:
rozwigzania wyznaczone dla tej samej
wartosci A = 9,52381, ale przy réznych
tolerancjach (ATOL,RTOL) pracy LSODE
znacznie sie¢ réznig (jedno wyglada wrecz
na zerowe), co jest bardzo podejrzane.

Jest to réwnanie rézniczkowe Bernoulliego drugiego stopnia. Czytelnikom
nie w pelni zaznajomionym z teorig rownan rézniczkowych wyjasnijmy, ze
wykres poszukiwanej przez nas funkcji :(t), spelniajacej réwnanie rézniczkowe
zapisane w ogdlnej postaci

®3) ' (t) = f(t,2(t)),

ma taka wlasno$é, ze jest on styczny w kazdym swoim punkcie (¢, z(t)) do
wektora o kierunku [1, f(¢,x(¢))], zob. przyklad na rysunku 1 dla f(¢,z) = —sin(t).
W przypadku réwnania (2), oczywiscie, f(t, ) jest inne, réwne z - (et — B — x).

Roéwnanie rézniczkowe? Alez to proste!

W dzisiejszych czasach zdawaé by sie moglo, ze nie musimy rozumieé, czym jest
rownanie rézniczkowe — wystarczy tylko wiedzieé, z jakiej biblioteki numerycznej
skorzystaé¢ na swoim laptopie. .. Rzeczywicie: jedna z najlepszych (LSODE)
jest wbudowana w darmowy pakiet obliczenn komputerowych GNU Octave;
inne, rownie znakomite, sa uzywane przez MATLAB-a, Scipy, Mathematice, itd.
Dlatego codziennie naukowcy i inzynierowie z catego swiata wykorzystuja je do
rutynowego numerycznego rozwigzywania réwnan rézniczkowych na komputerze,
ufajac ich technicznej doskonaloéci i wbudowanej wiedzy, obejmujacej
kilkanadcie (lub wiecej) lat uzytkowania w najrézniejszych warunkach.

Jak dziala taka biblioteka? Najprostsza strategia numerycznej aproksymacji
rozwiazania réwnania (3) jest przyjecie, ze na krétkich odcinkach czasu
dlugosci h funkcja f jest stala (innymi stowy, ze rozwiazanie jest funkcja
liniowa), co prowadzi do tzw. metody Eulera:

Tp+1 = T + h- f(tnaxn>a

gdzie t,, = nh oraz (mozna udowodnié, ze) x,, ~ z(t,) (zob. rys. 2). Nietrudno
zgadnaé, ze oprocz tej prosciutkiej metody sa tez bardziej zaawansowane, np.
schematy wielokrokowe lub metody Rungego-Kutty — réwniez w wersjach, ktére
dodatkowo automatycznie dopasowuja dtugosé h do rzeczywistego przebiegu
rozwiazania tak, by zagwarantowa¢ spelnienie okre$lonych przez uzytkownika
kryteriéw tolerancji. Wspomniany powyzej LSODE uzywa wtasnie schematéw
wielokrokowych z adaptacja dlugosci kroku.

Febra wykresu: rozpoznanie, diagnoza i kuracja

Uzywajac whudowanej w pakiet Octave biblioteki LSODE do rozwiazania (2)
dla parametréw B = 157,143, xg = 0,2 i kilku wybranych wartosci A,
odpowiednich dla modelowanego zjawiska, dostaniemy tadne wykresy, takie
jak na rysunku 3 na gorze.

Jak zauwazyl Marek Bodnar (i dlatego pokazal mi to réwnanie, bo wie, ze lubie
takie smaczki), gdy ustalimy zestaw parametréw zadania, ale za to bedziemy
bawié¢ sie tolerancjami pracy LSODE, otrzymamy podobne, lecz jednak
zdecydowanie rézne rozwiazania (rys. 3 na dole). (Zobacz tez uwagi J. Banasiaka
w [2, str. 36]. Analogiczne zjawisko pojawi si¢ takze w MATLAB-ie i in.)

Jak to rozsadzi¢? Kto przeszedl kurs Rownar roiniczkowych zwyczajnych, ten
zauwazy, ze (2) tylko troszke rézni sie od klasycznego réwnania logistycznego
y'(t) =y(t)- (C—y(t),
dla ktérego znamy jawny wzor na rozwiazanie:
y(t) = Cy(to)
y(to) + (C = y(to)) e~ Cli=to)
Gdyby wiec — podobnie jak w metodzie Eulera — przyjaé¢ chwilowo, ze czlon e

jest stala wynoszaca, powiedzmy, e?, to wtedy (2) zamienia si¢ w réwnanie
logistyczne z C' = et — B.

At

Ta wiedza pozwoli nam rozstrzygnaé, ktore z uzyskanych przez nas rozwiazan
jest akceptowalne. Wykorzystamy nastepujace twierdzenie poréwnawcze:
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Twierdzenie (Peano). Jesli funkcje x,y: [0,T] — R sq réiniczkowalne i spelniajq
dla 0 <t <T warunki:

2'(t) = f(tat),  y) <flty®),  y(0)<(0),
toy(t) <x(t) dla0<t<T.

7Z tego, co powiedzielidmy wczesniej, wynika, ze jako y wystarczy wziaé
rozwigzanie réwnania logistycznego z C' ciut mniejszym niz e’ — B, gdyz

w naszym zadaniu z(t) jest zawsze dodatnie. Latwo tez uzupelnié¢ tresé
powyzszego twierdzenia tak, aby otrzymaé¢ analogiczne dolne oszacowanie (t).
Ponadto nic nie stoi na przeszkodzie, bysSmy zastosowali je — podobnie jak

w metodzie Eulera — nie od razu dla wszystkich ¢, ale wielokrotnie na krétkich
odcinkach dlugosci, powiedzmy, H = 1. W ten sposéb dostajemy dwie — jak sie
okazuje, catkiem bliskie — krzywe, bedace $cistymi oszacowaniami z géry i z dohu
dla prawdziwego (wciaz nieznanego!) rozwiazania (2): obie zostaly naszkicowane
na rysunku 4.

Mt 20,16 Niestety, na rysunku 4 widzimy takze, iz

100 (10:’ 10;0) z'gden wcezesniej otrzymany wykres LSODE nie} miesci
(1075, 1077) sie w wyznaczonym przez nas korytarzu, w ktérym
(10719, 107%) must przebiegaé rozwiazanie. I, niczym w biblijnej
10-10 Sciste ogr. dolne przypowiesci, prymitywna metoda Eulera ostatecznie
= Sl our some wygrywa z wyrafinowanym LSODE: rozwiazania
5 wyznaczone przez jedna z najlepszych numerycznych
Lg—20 = e e bibliotek okazuja sie bowiem dramatycznie kiepskie tam,
gdzie wartoéci sa bardzo male: wykres trzesie sie jak
w febrze, cho¢ z teorii wiadomo, ze powinien by¢ gladki.
1030 Patrzac na rysunek 4, zaczynamy rozumieé, o co
o 02 04 06 08 chodzi. Schemat taki, jak LSODE ma wbudowany
t mechanizm sterowania dlugoscia kroku (w zamysle
Rys. 4. Wykresy rozwigzan LSODE w skali logarytmicznej ukazuja ShlZQCy polepszem'u jakoéci rozwi@zania!), ktéry

podejrzane zachowanie dla malych wartosci z(t). Gérne i dolne . . L. L. A . X .
oszacowanie na bazie twierdzenia Peano sa tak bliskie, ze na rysunku Jednak najwyrazniej gubl s1€, gdy rozwigzanie staje sie

wygladaja jak jedna krzywa.

w specyficzny sposob czule na niewielkie odchylenia od

Podobnemu wykresowi, z MATLAB-a, przygladalismy sie dokladnej wartosci, a tak dzieje sig¢, gdy rozwiazanie

w poprzednim numerze Delty.

Parametry F, G w réwnaniu (4) zaleza,
oczywiscie, od A i B.

O innych perypetiach wykorzystania
komputera do wykonania obliczen
pisaliémy m.in. w Agg, Agg, A[l]g.

Ukuto nawet specjalny termin:
Computer—Aided Catastrophe.

przybliza si¢ do zera.

LSODE (w koncu) tez daje rade! W takiej sytuacji — gdy zadanie staje
sie zbyt trudne dla uzywanej metody — numeryk czesto proponuje: MoZe wiec
zmienmy. .. zadanie?! Faktycznie, wprowadzajac w (2) nowa niewiadoma

y = log x, dostaniemy kolejne rownowazne réwnanie:

(4) Y (t)=—G+ef ='W, y(0) =log(xo),

ktérego rozwiazania maja znacznie spokojniejszy przebieg niz (2). LSODE
rozwiazuje je bez trudu, wiec kladac nastepnie z(t) = e¥®),| wyznaczamy
znakomity wykres, nareszcie idealnie wpasowujacy si¢ pomiedzy gorne i dolne
ograniczenie. Nie pokazujemy tego wykresu, bo i tak w uzywanej przez nas skali
bedzie nieodréznialny od krzywych ograniczajacych z rysunku 4.

Walka nie jest jeszcze wygrana

Ale w Zyciu takie rzeczy nie zdarzajg sie, prawda? — chcialoby sie zapytad,
majac w pamieci, ze cala technologiczna nowoczesno$¢ wokot nas byta zapewne
wczedniej testowana w modelach komputerowych, ktére — jak przekonuje nas
codzienne do$wiadczenie — najwyrazniej musialy da¢ sie numerycznie rozwiazac
w wystarczajaco doktadny sposob. Generalnie, metody numeryczne rzeczywiscie
dzialaja zdumiewajaco dobrze; jednak trafiaja sie spektakularne niepowodzenia
— takie, jak zatonigcie 26 lat temu plywajacej platformy wiertniczej Sleipner
(zakonczone wstrzasem tektonicznym o mocy 3 stopni w skali Richtera

i stratg rzedu 700 mln dolaréw) — spowodowane tylko jednym czynnikiem:
zlekcewazeniem naturalnych ograniczen standardowych pakietéw obliczeniowych.

Warto o tym pamietaé, naciskajac klawisz Enter. .. i nie tylko.
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