Informatyczny kacik olimpijski (115): Gotéwka, Startup

Tym razem oméwimy dwa zadania, ktore na pierwszy rzut oka wygladaja
podobnie, jednak w istocie sa rézne. Pierwsze z nich pochodzi z I etapu
IX Olimpiady Informatycznej Gimnazjalistow, za$ drugie z Batkanskiej
Olimpiady Informatycznej Junioréw w 2015 roku.

Zadanie Gotéwka: Danych jest n transakcji
opisanych za pomocq ciggu liczb catkowitych
a=ay,as,...,a, (dodatnie liczby to wplywy,
za$ ujemne to wydatki). Poprawnym ciggiem
transakcji nazywamy taki, podczas ktorego
stan konta nigdy nie spadnie ponizej zera. Ile
jest permutacji ciggu a, ktore sq poprawnymi
ciggami transakcji?

Rozwigzanie O(n! - n)

Pierwszy, najbardziej intuicyjny, pomyst
polega na wygenerowaniu wszystkich n!
permutacji ciagu a oraz zliczeniu tych,

ktore sa poprawne. Sprawdzenie, czy dana
permutacja transakcji jest poprawna, mozemy
wykona¢ w czasie liniowym od jej dlugosci.
Wystarczy, ze sprawdzimy, czy suma kazdego
prefiksu jest nieujemna. Niestety, takie
podejscie jest czasochtonne i dziala w czasie

O(n!-n).

Rozwigzanie O(n - 2")

W tym rozwiazaniu wykorzystamy technike
programowania dynamicznego. Niech DP|s]
oznacza liczbe poprawnych ciagéw transake;ji,
ktore sa permutacja ciagu s. Obliczmy wartosé
DP dla kazdego podciagu s = s1,52,...,5m
ciagu a. Jesli s jest pusty lub suma
elementow podciagu s jest ujemna, wtedy
DP[s] = 0. W przeciwnym przypadku

istnieje przynajmniej jedna poprawna
permutacja ciagu s. Aby obliczy¢é DP[s],
rozwazmy m mozliwosci wybrania transakcji,
ktora zostanie wykonana jako ostatnia.
Liczba poprawnych ciagdéw transakcji, przy
zalozeniu, ze ostatnia transakcja to s;,

wynosi DP[s1,...,8i-1,8i+1,---,Sm] (liczba
poprawnych uporzadkowan m — 1 pozostalych
transakcji). Zatem:

DP[S] = ZDP[Sl,...,Si_l,SH_l,. .. ,Sm}.
=1

Liczba poprawnych permutacji dla calego
ciagu to DPlal.

Ciag a ma 2" podciagéw. Obliczenie DP|s]
dla i-elementowego podciagu s kosztuje

1 operacji, za$ i-elementowych podciagéw

jest (7;) Zatem obliczenie wszystkich wartosci
DP wymaga wykonania

i(?)-i:n-?"‘l

i=1

operacji. Rozwiazanie dziala w czasie O(n - 2™).
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Zadanie Startup: Dany jest ciqg n transakcji opisanych

za pomocq ciggu liczb calkowitych a = ay,as, ..., a, (dodatnie
liczby to wplywy, zas ujemne to wydatki). Poprawnym ciggiem
transakcji nazywamy taki, podczas ktorego stan konta nigdy
nie spadnie ponizej zera. Ile jest rotacji ciggu a, ktore sq
poprawnymi ciggami transakcji? Rotacjg ciggu a nazywamy
n-elementowy ciqg, powstaly poprzez konkatenacje sufiksu

i prefiksu ciggu a. Rotacjami ciggu (1,2,3,4) sq: (1,2,3,4),
(2,3,4,1), (3,4,1,2) i (4,3,2,1).

Rozwigzanie O(n?)

Zauwazmy, ze wszystkich rotacji jest n (kazdy element
wyznacza poczatek rotacji). Wystarczy zatem kazda z nich
rozpatrzy¢ niezaleznie. Sprawdzenie, czy dana rotacja jest
poprawnym ciagiem transakcji, mozemy wykonaé w czasie
liniowym od jej dlugosci. Wystarczy sprawdzié¢, czy suma
kazdego prefiksu jest nieujemna. W ten sposéb otrzymujemy
rozwiazanie, ktére dziata w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n - log(n))
Zastanéwmy si¢ teraz, czy mozemy przyspieszy¢ faze
sprawdzania, czy dana rotacja jest poprawnym ciggiem
transakcji — oczywiscie mozemy. Zacznijmy od sklejenia dwoch
kopii ciggu a w jeden ciag b:

b=ay,a9,...,0,,01,09,...,0,.

Wéwezas kazda rotacja jest podstowem ciagu b.

Niech p = po, p1, P2, - - - , P2, bedzie ciagiem sum prefiksowych
dla ciagu b (tzn. pp = Zle bi).

Zalbézmy, ze chcemy sprawdzi¢ poprawnosé rotacji

Gy Qyily .-y QpyQl,...,0,—1. Odpowiadajacym podstowem
stowa b jest by, byy1,...,bp4n—1. Podstowo jest poprawnym
ciagiem transakcji, jesli kazdy prefiks ma nieujemna sume:

K3
1 (Z brtj—1 2 0)-
i=1
Powyzszy warunek mozemy réwnowaznie zapisaé¢ jako
Vie1(Patio1 — P21 = 0)

oraz jako
Vie1(Pe—1 < Poyio1)-

Zauwazmy, ze powyzszy warunek jest prawdziwy wtedy i tylko
wtedy, gdy

Px—1 < min(pamperly ... 7px+n71)-
W celu wyznaczenia minimum na przedziale mozemy
skorzysta¢ ze struktury drzewa przedzialowego rozpietego
na ciagu p. Drzewo przedzialowe pozwala w czasie O(log(n))
znajdowaé¢ minimum na przedziale — czyli sprawdzaé, czy dana
rotacja jest poprawna. Wszystkich rotacji jest n, zatem
rozwiazanie dziala w czasie O(n - log(n)).
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