Przyktad 1. Kazde pole planszy
przedstawia jednego glosujacego.

X oznacza glos oddany na parti¢ A, puste
pole to glos oddany na partie B. Na
rysunku z lewej obie partie zdobywaja
takg samg liczbe mandatéw. Jesli jednak
zmienimy ksztalt okregow tak jak na
rysunku z prawej strony, to wygra

partia A, zdobywajac 5 mandatow.
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Z lewej wspétezynnik EG = 0, z prawej
wynosi — %.

Przyktad 2. Mozna znalezé przyktad
takich wynikéw glosowania na dwie
partie, zeby w jednym ukladzie okregdéw
wygrala partia A, a w innym B.

Przyktad 3. Czy mozliwe jest, zeby
sytuacja z przyktadu 2 miala miejsce, gdy
okregi sa dwumandatowe?

W 2015 roku w USA odbyta si¢ rozprawa
pod nazwg ,,Gill v. Whitford”, w ktorej
sad najwyzszy zgodnie z rada
pomysltodawcéw efficiency gap zasadazil,
ze maksymalny dopuszczalny poziom EG
to 0,07. Tym samym stwierdzono, ze
wybory z 2012 i 2014 roku w Wisconsin
byly niekonstytucyjne (EG wyniosto
odpowiednio 0,13 oraz 0,1).

Przyklad 4. W wyborach startujg dwie
partie. Przyjmujac, iz sprawiedliwy jest
taki podzial, ze EG = 0,07, jakie jest
najmniejsze procentowe poparcie dla
jednej z partii, zeby miala ona wiekszos¢
w parlamencie?

Glosami zmarnowanymi (wasted votes) nazywamy wszystkie glosy na przegrana
partie oraz na wygrana powyzej progu 50% (tzn. te, ktére byly zbedne do
zwyciestwa). Oznacza to, ze zawsze polowa gloséw jest zmarnowana.

Analogicznie jak poprzednio, niech W to bedzie liczba gloséw zmarnowanych
w okregu §; przez glosujacych na partie P, zag W’ — liczba zmarnowanych
gloséw we wszystkich okregach. Zachodzi nastepujaca zaleznosé
WA =VA— 54 Y (przypomnijmy, ze okregi sa jednomandatowe). Spéjrzmy,
jak wygladaja glosy zmarnowane na partie A i B. W tym celu zdefiniujmy
wspotezynnik efficiency gap
s A B A B
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Jezeli EG jest dodatnie, oznacza ono niesprawiedliwo$¢ wobec partii A, gdy

ujemne, to dla B. Gdy EG = 0, wéwczas obie partie stracily podobna liczbe
gloséw i taka sytuacje uznaje si¢ za sprawiedliwa.

Przyjrzyjmy sie blizej informacji, ktora niesie wspétczynnik FG. Zauwazmy, ze
s
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Niektore usterki wspotczynnika EG:

e Wspélczynnik FG nie odwzorowuje proporcji gtoséw w liczbie zdobytych
miejsc. Tzn. jesli partia A zdobywa w caltym kraju 66% gloséw, za$ partia B
uzyskata 34%, to wéwczas v = 0,32. Aby wspolczynnik EG byt jak najblizszy 0,
to o = 0,64, czyli partia A powinna zdoby¢ 82% miejsc, za$ partia B tylko 18%.

e Jesli partia A bedzie miala co najmniej 79% poparcia w spoleczeristwie, to
niezaleznie jak wybierzemy okregi, bedzie

1
v— 50 > 0,58 — 0,5 > 0,07,

wybory zawsze bylyby wiec niesprawiedliwe (jedli uznamy, ze takie sa wtedy,
gdy EG przekracza 0,07). Wynika to z tego, ze przewaga wygranych miejsc ma
2 razy mniejsze znaczenie od przewagi glosow w spoleczenstwie.

e Dla okregu i poziom sprawiedliwoéci EG; = w wynosi zero tylko
wtedy, gdy jedna partia zdobedzie 3 razy wiecej éloséw od drugiej. Wtedy
sprawiedliwym podzialem jest taki, w ktorym w kazdym z okregéw proporcje
gloséw wynosza 3 : 1.

Zachecamy do przyjrzenia sie nieco poprawionej metodzie mierzenia
niesprawiedliwosci — WA WwB

EG = T
Nie istnieje jednoznaczny, powszechnie stosowany sposob sprawdzania, czy
podziatl jest sprawiedliwy. W Stanach Zjednoczonych powolywane sa specjalne
zespoly czuwajace nad takimi podziatami. Zauwazmy, ze nie wszystkie zalozenia
przytoczonego modelu daje sie spelnié (np. réwna liczba wyborcéw w kazdym
okregu i jednoczesnie réwna liczba oddanych gloséw), stad pole do poprawy
modelu jest jeszcze spore.

i Zadania

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 949. Cegla spada na piltke tenisowa z wysokosci 1 m i odskakuje, praktycznie
biorac, na taka sama wysoko$é, z jakiej spadta. Na jaka wysokosé podskoczy
pitka?

Rozwiazanie na str. 7

F 950. Przy fotografowaniu tygrysa nie zaleca si¢ do niego zbliza¢ bardziej niz
na odleglos¢ L = 20 m. Jaka gltebokos¢ powinna mie¢ camera obscura z otworem
o §rednicy d = 1 mm, aby na fotografii byly widoczne pregi na skérze tygrysa?
Przyjaé¢, ze odleglosé miedzy pregami wynosi [ = 20 cm.

Rozwiazanie na str. 7
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Patrzysz, ale czy widzisz?

W Malej Delcie (P. Biecek, Pokaz im to!, A%,;) mogliémy przeczytaé o tym, jak
wazne jest graficzne przedstawienie danych w przekonujgcy sposéb. Ale zdarza
sie tez na odwrét: niewinnie wygladajacy i bardzo przekonujacy wykres moze
sprowadzi¢ nas na manowce.

Rozwazmy rownanie rézniczkowe

2 (t) = a(t) - (™ — B - a(t)),
wywodzace sie z pewnego modelu matematycznego przebiegu choroby zakaznej.
Nie wnikajac w szczegoly modelu i w konkretne wartoéci parametréow A, B > 0,
uznajmy, ze szukana funkcja z(t) odpowiada (przeskalowanej) liczbie os6b
zarazonych przypadajacej na jednostke powierzchni w chwili czasu t. Zakladamy,
ze w chwili ¢ = 0 liczba chorych jest niewielka, ale dodatnia.

Traktujac to rownanie standardowym pakietem komputerowym MATLAB,
dostajemy rozwiazanie o ,rozsadnym” przebiegu, o czym mozemy przekonac
sie, patrzge na rysunek na gérze: na poczatku, przez diuzszy czas populacja
chorych x(t) utrzymuje sie na poziomie bliskim (kto wie, moze nawet réwnym?)
zeru, a nastepnie zaczyna szybko rosnac.

Jednak gdy dokladnie to samo rozwiazanie zobrazujemy inaczej: na wykresie,
ktérego pionowa oS jest w skali logarytmicznej (rysunek na dole) — ujawnia

sie dodatkowe informacje. Okazuje si¢ (czego wezesniej nie widzieli$émy), ze na
poczatku rozwiazanie maleje, ale potem na dluzej stabilizuje si¢ na poziomie
10~1°, by na koniec (co wszak widzieliémy na poprzednim obrazku) szybko
urosnaé. Ze wzgledu na skale logarytmiczna mozemy mie¢ ztudzenie, ze ostatnia
faza wzrostu jest dosy¢ wolna — lecz to wlasnie jest tylko zludzenie.

No dobrze, dzieki uzyciu innej skali zyskaliémy wglad w zachowanie sie
rozwiazania dla bardzo malych wartosci (skala liniowa to uniemozliwiata) —

ale czy cokolwiek wiecej z tego wynika? Owszem! Niepok6j moze budzié¢ to, ze
w zakresie bardzo malych wartosci funkcja x(t) zachowuje sie nieregularnie:
teoria rownan rézniczkowych przewiduje zas, ze nasze rozwiazanie powinno mieé¢
gladki przebieg, niezaleznie od tego, czy skala osi jest logarytmiczna, czy liniowa.
Jednak z drugiej strony, wahania sa przeciez bardzo drobne, oscylujace wokdt
wartoéci 10710, czyli prawie zera — wiec moze nie ma czym sie przejmowacé?

Moze lepiej nie szukaé¢ dziury w catym, tzn. nie przygladac¢ sie aZ tak doktadnie —
w koncu przeciez sensownie i estetycznie wygladajacemu — wykresowi na gérze?
Odpowiemy w nastepnym numerze Delty.

Piotr KRZYZANOWSKI
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i Zadania

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1561. Nieujemne liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajg nieréwnoséé
a+ b+ ¢ > abe. Udowodnié, ze a® + b2 + ¢ > abe.
Rozwiazanie na str. 3

M 1562. Punkt D lezy na boku BC trdjkata ostrokatnego ABC. Punkty F i F'
sa rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na boki AC' i AB.

Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trdjkacie ABC'. Udowodnié, ze pole
czworokata AEOF jest rowne polowie pola trojkata ABC.

Rozwiazanie na str. 2

M 1563. Dana jest liczba pierwsza p. Funkcja f(z) = ax + b, gdzie a i b sa
liczbami catkowitymi, ma te wlasno$é, ze liczby

FQ0), f(FQ0)), oy FUFC.-f(0)..0))

p
daja parami rézne reszty przy dzieleniu przez p. Wykazaé, ze p | a — 1.
Rozwiazanie na str. 2
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