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W matematyce nie przyznaje sic Nagrody Nobla, jednakze od ustanowienia

w 1936 roku Medalu Fieldsa (od nazwiska kanadyjskiego matematyka Johna
Charlesa Fieldsa) wyrdznienie to stalo sie najwazniejsza nagroda w tym
obszarze badan. Fields uczestniczyl w jej powstaniu, zaprojektowal towarzyszacy
jej medal i pozostawil funduszowi Medalu Fieldsa kwote 47 000 dolaréw
kanadyjskich. Finansowy dodatek do Medalu to 15000 dolaréw kanadyjskich,
znacznie mniej niz 8 milionéw szwedzkich koron (okoto 800000 euro)
przyznawanych w ramach Nagrody Nobla, mimo to w oczach matematykow
prestiz tego wyrdznienia jest nie mniejszy. Obecnie w matematyce przyznawana
jest takze Nagroda Abela oraz inne wysoko cenione wyrdéznienia, jednak
najdhuzsza tradycja stoi za Medalem Fieldsa.

W 1936 roku medalistami Fieldsa zostali Lars Ahlfors i Jesse Douglas. Po
dtuzszej przerwie, w 1950 roku medale zdobyli Laurent Schwarz oraz Atle
Selberg. Od tamtej pory sa one przyznawane co cztery lata 2-4 matematykom

i wreczane na Miedzynarodowych Kongresach Matematykéw. Pierwsza

kobiete nagrodzono Medalem Fieldsa dopiero w 2014 roku. Byta nia Maryam
Mirzakhani, urodzona w Iranie, pracujaca na Uniwersytecie Stanforda w Stanach
Zjednoczonych. Jej wielce obiecujaca kariere przerwata w 2017 roku smierc
spowodowana rakiem piersi. Miala zaledwie 40 lat. To, co bylo tragedia dla
matematyki, znacznie mocniej dotknelo jej rodzine: meza i 6-letnia wéwczas
corke Anahite.

Maryam Mirzakhani urodzita si¢ w Teheranie 3 maja 1977 roku jako corka
Ahmada, inzyniera elektryka. Jej wybitne zdolnosci ujawnity sie bardzo wezesnie.
Edukacje rozpoczeta w teheranskiej szkole Farzanegan, prowadzonej przez
Narodowa Organizacje Rozwoju Wybitnych Talentéw (ktérej nazwa sama sie
tlumaczy). W 1994 roku znalazla si¢ wsréd uczestnikéw Miedzynarodowe;
Olimpiady Matematycznej, elitarnych corocznych zawodéw matematycznych
dla licealistéw, i jako pierwsza kobieta z Iranu zdobyta zloty medal. W kolejnym
roku uzyskata na Miedzynarodowej Olimpiadzie komplet punktéw i ponownie
zloty medal, czego wczesniej nie dokonal nikt z Iranu.

W 1999 roku Mirzakhani ukonczyta studia matematyczne na Uniwersytecie
Technologicznym Sharif, nazywanym czesto ,iraiskim MIT”, czolowej

iranskiej uczelni w zakresie nauk inzynieryjnych i fizycznych. Podjela studia
doktoranckie w Stanach Zjednoczonych pod opieka naukowa Curtisa McMullena,
medalisty Fieldsa. McMullen zajmowal sie¢ dynamika zespolona, geometria
hiperboliczna i tematami pochodnymi, w tych obszarach rozpoczeta tez badania
Maryam Mirzakhani. W 2004 roku dotaczyta do zespotu badawczego w Clay
Mathematics Institute (w Cambridge w stanie Massachusetts) i uzyskala
stanowisko profesorskie w Princeton. Wyszta za maz za Jana Vondréka,
czeskiego informatyka zajmujacego sie takze zastosowaniami matematyki,
zatrudnionego na Uniwersytecie Stanforda. Mirzakhani przeniosta si¢ na te
uczelnie w 2008 roku.

Dziedzina, ktéra uprawiata, teoria przestrzeni moduli powierzchni Riemanna,
jest bardzo techniczna, zatem opisanie jej zajmie nam troche miejsca. Zacznijmy
od liczb zespolonych i analizy zespolonej. Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej
jest nieujemny, zatem nie istnieja rzeczywiste pierwiastki kwadratowe z liczb
ujemnych. Jednakze w potowie XVI wieku wloscy algebraicy zaczeli dostrzegaé
matematyczny sens pierwiastkéw kwadratowych z liczb ujemnych, cho¢ ich
znaczenie fizyczne pozostawalo niejasne. Kluczowym momentem stato sie
wprowadzenie nowego rodzaju liczby, liczby ,urojonej”, oznaczanej dzis jako 4,
ktorej kwadrat jest réwny —1. Prowadzi to do liczb zespolonych postaci x + iy,
na ktorych dziatania wykonuje si¢ zgodnie ze znanymi regutami algebraicznymi,
uwzgledniajac, ze i trzeba zastapié przez —1.
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Rozwigzanie zadania M 1562.
Oznaczmy przez P punkt symetryczny
do A wzgledem O, czyli taki punkt, ze
odcinek AP jest srednicag okregu
opisanego na tréjkacie ABC'.

Wéwcezas ¥ ABP = X ACP = 90°, wobec
czego DF || BP oraz DE || CP. Stad
[BDF] = [PDF] oraz [CDE] = [PDE],
a zatem
[BCEOF] = [BDF)+[CDE]+[DEOF) =
= [PDF|+[PDE]+[DEOF] =
= [PEOF],
gdzie [F] oznacza pole figury F.
Poniewaz punkt O jest $rodkiem odcinka
AP, wigc [POF] = [AOF] oraz
[POE] = [AOE] i w konsekwencji
[PEOF] = [POF] + [POE] =
= [AOF] + [AOE] = [AEOF].
Ostatecznie wigc [BCEOF| = [AEOF],
co jest réwnoznaczne z tezg zadania.

Rozwigzanie zadania M 1563.
Niech aj = f(H(O), gdzie f*) oznacza
k-krotne ztozenie funkcji f. Z warunkéw
zadania wynika, ze dla pewnego
ke {1,2,...,p} mamy a; =0 (mod p).
Jezeli k < p, to
ap+1 = f(ar) = f(0) = a1 (mod p),
co nie moze mieé¢ miejsca, gdyz reszty
z dzielenia przez p wyrazéw ciggu
(a1,az2,...,ap) sg parami rézne.
To oznacza, ze ap = 0 (mod p), czyli
a1 = f(ap) (mod p).
Przypusémy nie wprost, ze p{ a — 1, czyli
NWD(a — 1,p) = 1. Wéwczas istnieja
takie liczby caltkowite ¢, d, ze
(a—1)c+ pd =1.
W szczegdlnosci (a — 1)c = 1 (mod p),
czyli ac — 1 = ¢ (mod p). Z warunkéw
zadania wynika, ze dla pewnego
ke{1,2,...,p} mamy
ar = —bc (mod p).
Wéwczas
flag) = —abc+ b= —blac—1) =
= —bc = ay, (mod p),
czyli ak41 = ar (mod p) (gdzie w razie
potrzeby przyjmujemy ap41 = ay).
To stoi w sprzecznoéci z zalozeniem, ze
reszty z dzielenia przez p wyrazéw ciagu
(a1,az2,...,ap) sg parami rézne.

Ostatecznie ta nowa koncepcja uzyskata sciste podstawy w XIX wieku, dzigki
Carlowi Friedrichowi Gaussowi i Williamowi Rowanowi Hamiltonowi: liczba
zespolona to para liczb rzeczywistych (z,y), a dzialania na takich parach
okreslaja konkretne reguly. Motywacje dla takiej definicji stworzyli poprzednicy,
interpretujac liczby zespolone jako punkty plaszczyzny, tak jak to robili Caspar
Wessel w 1797 roku i Jean-Robert Argand w 1808. Jednak juz duzo wczesniej
matematycy starali si¢ ambitnie zajé¢ dalej. W 1702 roku Jan Bernoulli
prébowal obliczyé calke z odwrotnodci funkeji kwadratowej [ %.

Gdy funkcja kwadratowa rozktada sie na dwa czynniki liniowe rzeczywiste,
mozna jej odwrotno$é rozlozyé na sume utamkéw prostych, co prowadzi do
wyrazen logarytmicznych. Gorzej, gdy takiego rozktadu na czynniki rzeczywiste
nie ma, jak w przypadku funkcji 22 + 1. Istnieja jednak czynniki zespolone
(z+1d)(x — 1) i w takim przypadku Bernoulli stosowal logarytmy zespolone, nie
wyjasniajac, co oznaczaja. W 1712 roku wdatl sie w tej kwestii w zazarty spor

z Gottfriedem Wilhelmem Leibnizem, ktory uwazal, ze logarytm liczby ujemnej
powinien by¢ liczba zespolona, podczas gdy Bernoulli nalegal, iz jest to liczba
rzeczywista. W 1749 roku Leonhard Euler przyznal racje Leibnizowi. Bernoulli,
broniac przeciwnego pogladu, zapomnial o tym, ze catka nieoznaczona jest dana
z doktadnoécia do stalej, ktéra w tym przypadku jest liczba zespolona. Tak wiec,
na przyklad, In(—1) = 7i, a nie 0, jak sadzil Bernoulli.

Atakowanie analizy funkcji zespolonych przed dobrym opanowaniem algebry
liczb zespolonych wygladalo na prébe biegania przed nauka chodzenia. Analiza
byta jednak o wiele ciekawsza, zapowiadala potencjalne korzysci w fizyce
matematycznej, gdzie mozna byloby ja stosowaé do rozwigzywania rownan
rozniczkowych czastkowych, takich jak réwnanie Laplace’a, wazne w badaniach
grawitacji, magnetyzmu czy elektrycznosci.

Euler zdawal sobie sprawe z tego, ze choé In(—1) = 7i, to jest to tylko jedna

z nieskoniczenie wielu mozliwych wartoéci. Istotnie, z réwnoéci (—1)* = —1 wynika,
ze In(—1) musi byé takze réwny 3wi. Czy zatem 3 = 17 Gdyby tak bylo, liczby
zespolone okazalyby sie absurdalne. Euler wszakze tak nie uwazal. Przeciez
pierwiastkami kwadratowymi z 1 sa zaréwno +1, jak i —1, co wcale nie sktania
nas do utozsamienia tych liczb i deklarowania, ze pierwiastki kwadratowe to
nonsens. Pierwiastek kwadratowy jest po prostu wielowartosciowy i podobnie,
jak twierdzil Euler, jest z logarytmem zespolonym, z tym, ze o ile pierwiastek
kwadratowy ma co najwyzej dwie wartosci, o tyle logarytm ma ich nieskonczenie
wiele. W szczegdlnosci logarytmem liczby —1 jest kazda liczba postaci nwi dla
nieparzystej liczby catkowitej n. Z kolei, podnoszac do kwadratu, widzimy, ze
In1 (o ktérym wiemy, ze jest réwny 0) to kazda liczba postaci nwi dla parzyste;
liczby catkowitej n. Znana nam wartos¢ pojawia si¢ dla n = 0, ale rownie dobrze
mogliby$my przyjaé 2, 4, 6, albo nawet —2, —4, —6 i tak dalej.

I teraz sprawa sie komplikuje, jako ze cokolwiek robimy w analizie zespolonej, na
przykltad, catkujemy funkcje wzdtuz krzywej na plaszczyznie zespolonej, musimy
zdecydowad, ktéra wartosé funkcji chcemy rozpatrywaé. Gdy przesuwamy sie
po krzywej, ma sens zmienianie tej wartosci w sposéb ciagly, co prowadzi do
ciekawej sytuacji. Jesli, powiedzmy, zaczniemy od 1 i bedziemy si¢ przesuwad
po okregu jednostkowym w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara,
rozpatrywana liczba z = x + iy powraca do wartosci 1. Jednoczesnie jej logarytm
In z, zmieniajac sie w sposob ciagly, musi rosna¢ od 0 do 2mi, a po powrocie do
punktu wyjscia wartosé funkcji moze réznic¢ sie od wartosci poczatkowej.

Decydujacy krok wykonat tu Bernhard Riemann, wybitny mysliciel, geometra

i autor pojecia, ktére dzis nazywamy powierzchnia Riemanna. W przypadku
logarytmu to co$ w rodzaju spiralnych schodéw, zakrecajacych sie wokét srodka
plaszczyzny zespolonej i wspinajacych sie o jeden poziom z kazdym pelnym
obrotem. Gdy z przesuwa si¢ na poziomie parteru wzdluz okregu na plaszczyznie
zespolonej, In z pokonuje zakret na spiralnych schodach i trafia pigtro wyzej.
Tak wiec to geometria powierzchni decyduje o tym, ktéra z wielu wartosci
nalezy rozpatrywac¢. Podobnie jest z pierwiastkiem kwadratowym, z tym, ze tu
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Po utozsamieniu przeciwlegltych bokéw
kwadratu otrzymujemy torus.

L]

Rozwigzanie zadania M 1561.
Przypus$émy nie wprost, ze
2 2 2
abe > a” +b° +c¢”.
Wéwcezas w szczegdlnosci abe > a?, skad
bc > a i analogicznie ca > b oraz ab > c.
Ponadto mamy

0L (a=b)°+ (b= +(c—a)=
=242 + 2p2 + 2¢2 — 2ab — 2bc — 2ac,
a wigc
aQer2 +62 > ab + be + ca.
Laczac te nieréwnosci otrzymujemy
a2+b2+02 >a+b+c,

co z kolei w polaczeniu z przyjetym
zalozeniem nie wprost prowadzi do

abc > a+0b+c.

Otrzymana sprzecznoéé¢ konczy dowdd.

mamy tylko dwa zakrety, a drugie pigtro jest ,tym samym?” co parter: po dwbch
obrotach warto$¢ pierwiastka kwadratowego wraca do wartosci poczatkowe;j.

Podstawowe pojecia analizy zespolonej, takie jak rézniczkowanie lub catkowanie
wzdluz krzywych, mozna uogélni¢ na powierzchnie Riemanna, stanowiace
naturalny kontekst dla analizy zespolonej, gdyz rozwiazuja problemy wynikajace
z wielowartosSciowoéci funkeji. To ich najistotniejsza wlasciwosé. Niektére
powierzchnie Riemanna sa ,zwarte”: nie maja brzegu, jednak zajmuja skonczony
obszar, czego przykladem moze by¢ sfera Riemanna, czyli plaszczyzna zespolona
y2uzwarcona” przez dodanie punktu ,,w nieskonczonosci”. Inny przyklad wiaze
sie z funkcjami eliptycznymi, a wigc takimi funkcjami zespolonymi f, ze

f(z) = f(z+a) = f(z + ) dla wszystkich z, gdzie a i b sa dwiema niezaleznymi
liczbami zespolonymi. Woéwcezas wartosci funkeji powtarzaja sie¢ w dwoch
kierunkach na plaszczyznie zespolonej, co dzieli te plaszczyzne na nieskonczenie
wiele jednakowych ,kafli” w ksztalcie réwnolegtoboku, z ktérych jeden ma
wierzchotki w punktach 0, a, b oraz a 4+ b. Na kazdym kaflu funkcja przyjmuje
te same wartosci, wystarczy zatem wiedzie¢, jak zachowuje si¢ na jednym.
Podwdéjna okresowosé oznacza, ze funkcja przyjmuje te same wartosci na
przeciwleglych bokach kafla, a wiec — po utozsamieniu przeciwleglych bokéw —
mozna wszystko sprowadzi¢ do jednego kafla. Z topologicznego punktu widzenia
wynikiem takiej konstrukcji jest torus, co pokazuje rysunek dla przypadku, gdy
kafle sa kwadratami.

Zwartymi powierzchniami Riemanna sa: sfery, torusy, torusy z dziurami.
Liczbe g dziur nazywa si¢ genusem. I tak, 0 jest genusem sfery, 1 genusem
zwyklego torusa i co najmniej 2 jest genusem torusa z g dziurami, gdy g > 1.

EEDS O,

Torus z dwiema dziurami (g = 2) Torus z trzema dziurami (g = 3)
Struktura powierzchni Riemanna nie ogranicza sie do topologii. W szczegdlnosci
mozna w niej operowaé¢ pojeciem odleglosci lub metryki. Geometria takiej
metryki moze by¢:

e cuklidesowa — powierzchnia jest, na przyktad, plaszczyzna zespolona lub tzw.
plaski” torus,

e cliptyczna — jedna z dwoch nieeuklidesowych geometrii, odpowiadajaca
powierzchni o dodatniej krzywiznie, jak sfera Riemanna,

e hiperboliczna — druga z nieeuklidesowych geometrii, odpowiadajaca
powierzchni o ujemnej krzywiznie, jak torus z g dziurami dla g > 2 lub torus
bez jednego punktu.

Jak widaé, powierzchnie Riemanna stanowia bardzo obszerna dziedzine
matematyki, laczaca wiele rozmaitych pojec.

Aby dokonaé klasyfikacji wszystkich mozliwych powierzchni Riemanna
(ustalonego typu), matematycy wymyslili przestrzer moduli, ktérej kazdy punkt
reprezentuje okreslona powierzchni¢ Riemanna. Taka przestrzen ma swoja
topologie, mozna zatem zdefiniowa¢ w niej pojecie bliskosci dwdoch powierzchni,
pozwalajace opisac¢, co dzieje sie z dana struktura, gdy przeksztalca sie ja

w sposéb ciagly w bliskie jej struktury tego samego typu.

Przyjrzyjmy sie prostej analogii. Przypusémy, ze zajmujemy si¢ okregami na
plaszczyznie. Kazdy okrag jest jednoznacznie wyznaczony przez trzy liczby: dwie
wspélrzedne Srodka (x,y), ktore sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, oraz
nieujemny promien z. Przestrzen moduli okregéw sktada sie wiec ze wszystkich
takich tréjek (x,y, z) liczb rzeczywistych, ze z > 0. Topologicznie rzecz biorac, jest
to iloczyn kartezjanski ptaszczyzny R? i nieujemnej pélprostej rzeczywistej RT.
Dwa okregi uznamy za bliskie w przestrzeni moduli, jesli ich srodki sg blisko na
plaszczyzZnie oraz bliskie sa dtugosci ich promieni. To rozsadne wymaganie.
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Ta krzywa na torusie przewija sie pie¢
razy przez dziure i zawija si¢ dwa razy
wokél korpusu.

Powierzchnia translacyjna

Doszlismy wreszcie do historycznego punktu wyjscia dla badan Mirzakhami,
mozemy wiec sprébowadé zrozumieé, co rzeczywiscie zrobita. W 2002 roku
znalazla nowy dowdd Hipotezy Wittena, dotyczacej przestrzeni moduli
wszystkich krzywych algebraicznych. Edward Witten postulowal istnienie
zwigzkéw miedzy ta przestrzenia a niektorymi kwantowymi teoriami pola

oraz calkowalnymi uktadami dynamiki hamiltonowskiej. Brak miejsca nie
pozwala na glebsze wyjadnienia, ale, w uproszczeniu, uktad dynamiczny jest
catkowalny, gdy zachowuje si¢ w sposéb regularny, niechaotyczny. Hipoteze
Wittena pierwszy udowodnit Maxim Kontsevich w 1992 roku i dowdd ten stat sig
jednym z wynikéw, ktore przyniosty mu Medal Fieldsa.

Mirzakhani przedstawita odmienny dowdd, oparty na wzorze odkrytym przez
Grega McShane’a. Rozwazmy torus z usunietym jednym punktem i nadajmy
mu hiperboliczng strukture geometryczna, traktujac usuniety punkt jako punkt
,w nieskonczonosci”. Taka powierzchnia zawiera wiele zamknietych geodezyjnych,
czyli Sciezek o najmniejszej dtugosci, zamykajacych sie jak okrag (wyobrazmy
sobie owiniecie powierzchni elastyczna tasma). Wszystkie takie $ciezki mozna
podzieli¢ na klasy homotopii tak, ze dwie $ciezki naleza do tej samej klasy, jesli
jedna z nich mozna przeksztalcié w druga w sposéb ciagly (wyobrazmy sobie
popchniecie elastycznej tasémy w nowe polozenie). W przypadku torusa klase
homotopii wyznaczaja dwie liczby calkowite: ile razy Sciezka przewija sie przez
dziure torusa oraz ile razy zawija sie wokdt ,korpusu” torusa.

Réwnosé McShane’a stwierdza, iz

1
2 Tram =L
¥
gdzie v przebiega liste zamknietych geodezyjnych, zawierajaca po jednej z kazdej
klasy homotopii, a I(y) oznacza dlugosé geodezyjnej v. Mirzakhani uzyla tej
réwnosci do ustalenia wzoru na objeto$¢ Vg ., (L1, ..., Ly) przestrzeni moduli
wszystkich powierzchni genusu g z n geodezyjnymi krzywymi brzegowymi
o danych dlugosciach L, ..., L,. Objeto$¢ okazuje sie by¢ wielomianem wzgledem
kwadratow tych dtugosci, ktérego wspdleczynnikami sa wymierne wielokrotnosci
poteg liczby 7. Wielomiany te koduja informacje topologiczna o przestrzeni
moduli i spelniaja te same relacje co niektore wielomiany wystepujace
w Hipotezie Wittena. Umozliwilo to zupelnie odmienny nowy dowéd Hipotezy.

Nowe metody Mirzakhani doprowadzity ja do wzoréw okreslajacych czestosé
wystepowania geodezyjnych réznych topologicznych typéw. Na przyktad,
dokladnie 1/7 wszystkich zamknietych petli na torusie genusu 2 ma te wlasnosé,
ze rozcigcie wzdtuz petli rozspdjnia torus.

Pézniej Mirzakhani zajela sie dynamika w przestrzeniach moduli, w ktorych
punkty (reprezentujace krzywe lub inne obiekty topologiczne) poruszaja sie
zgodnie z okreslonymi regutami (wyobrazmy sobie znowu elastyczng tasme
wedrujaca po powierzchni pod wplywem danych sil). Badala, na przyktad,
przestrzenie moduli powierzchni translacyjnych, stanowiacych uogoélnienie
konstrukcji torusa przez sklejenie przeciwlegtych bokéow kwadratu — zamiast
kwadratu bierze si¢ dowolny wielokat na plaszczyznie, ktéry ma parami
rownolegle boki réwnej dlugodci, skleja si¢ boki z tej samej pary. Dochodzi
jeszcze dodatkowy warunek: po sklejeniu taczny kat wokét kazdego wierzchotka
musi by¢ calkowita wielokrotnoscia 27.

Liniowe przeksztalcenie plaszczyzny o wyznaczniku 1 zachowuje rownoleglosé

i réwna dlugosé w parach bokow, zatem takie przeksztatcenia dzialaja jak grupa
symetrii przestrzeni moduli. Te grupe oznacza si¢ symbolem SL(2,R). Mozna
teraz pytaé o powierzchnie translacyjne, ktére da si¢ otrzymacé z powierzchni
danej za pomoca takich przeksztatcen; dokladniej, jakie powierzchnie mozna
dowolnie blisko przyblizaé¢ taka przeksztalcona powierzchnia (leza w domknieciu
orbity tej powierzchni w SL(2,R))? Zasadne wydaje si¢ przypuszczenie, ze
tworza one jaki$ rodzaj skomplikowanego fraktala, ale jest to przypuszczenie
bledne, jak wykazala Mirzakhani w pracy wspélnej z Alexem Eskinem i Amirem
Mohammadim. OdpowiedZ poprawna: takie powierzchnie tworza rozmaitosé,
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Powtarzalne odbijanie trajektorii bili
(czarna linia) o brzeg stolu bilardowego
(zacieniowany) przeksztalca ja

w geodezyjng (szare linie) na dwa razy
wigkszym prostokacie z utozsamionymi
przeciwleglymi bokami. Geodezyjna ta
jest zamknieta.

Pod adresem
www.ams.org/profession/mirzakhani
znajdujg si¢ linki do licznych artykuléw

o Maryam Mirzakhani. Niniejszy artykut
wiele zawdzigcza bardziej rozbudowanemu
tekstowi autorstwa Caroline Series
sMaryam Mirzakhani and her work”,
Mathematics Today, October 2017,
192-194.

czyli wielowymiarowy odpowiednik powierzchni, okreslona uktadem réwnan
liniowych. Bardziej technicznie, autorzy udowodnili The Magic Wand Conjecture
(hipoteze czarodziejskiej r6zdzki, teraz juz twierdzenie): domkniecie orbity
dowolnej plaskiej powierzchni translacyjnej w SL(2, R) jest algebraicznym
orbifoldem. Wezeéniej McMullen udowodnil to dla powierzchni genusu 2.

Dowdd tego wyniku jest niezwykle trudny, a gléwna jego czesé wymaga setki
stron subtelnej analizy. Mimo technicznego charakteru ma wiele zastosowan.
Dostarcza, na przykiad, nowych informacji o bilardzie na dowolnym wielokacie
(wyobrazmy sobie st6l bilardowy, ktérego brzeg jest jakim$ wielokatem; co sie
dzieje z bila, ktéra odbija sie od bokéw nieskoriczenie wiele razy?). Przyklad
moze si¢ wydaé frywolny, jednakze dynamika bilardu ma kluczowe znaczenie
w dynamice chaosu i niektorych obszarach teorii kwantow. W szczegdlnoéci,
niektore trajektorie biegna po torze zamknietym, a wigc powtarzaja swoje
zachowanie w nieskoriczono$é (dynamika okresowa), inne za$ sa ,ergodyczne”
i gesto wypelniaja pewien obszar (dynamika chaosu). To rozréznienie ma

w dynamice fundamentalne znaczenie; bilard dostarcza uzytecznych uktadow
do badania takich réznic oraz przyczyn ich powstawania.

Zwiazek z powierzchniami translacyjnymi najprosciej zauwazy¢, gdy stot

jest prostokatny. Odbijajac prostokat w odpowiednich bokach, otrzymujemy
prostokat dwa razy wigkszy. Jesli w ten sam sposéb odbijemy trajektorie bili,
powstanie zamknigta geodezyjna na powierzchni translacyjnej, otrzymanej przez
utozsamienie przeciwlegltych bokéw wickszego prostokata. Podobna konstrukcja
dziata tez dla dowolnej powierzchni translacyjnej.

Kolejnym przykladem interpretacji bilarda jest problem o$wietlenia pokoju:

ile zaréwek potrzeba, by kazdy punkt danego pokoju byl oswietlony? Zaréwki
uznajemy za punkty, promienie Swietlne biegng prostoliniowo i odbijaja sie

od $cian jak bile w bilardzie. OdpowiedZ na to pytanie mozna zacza¢ od
ustalenia, ktére czedci pokoju sa o$wietlone przez jedna zaréwke w dowolnym
potozeniu. Odwolujac sie do twierdzenia czarodziejskiej rézdzki, Samuel Lelievre,
Thierry Monteil i Barak Weiss udowodnili, ze w dowolnym pokoju w ksztalcie
translacyjnego wielokata i dowolnego polozenia pojedynczej zaréowki pozostawia
ona tylko skonczenie wiele punktéw nieo$wietlonych.

Maryam Mirzakhani byta niezwykle uzdolniong matematyczka, wysoce
oryginalna, zdecydowang uderza¢ w rzeczywiscie trudne problemy uprawianej
dziedziny. Jej badania polaczyly wazne obszary czystej matematyki, matematyki
stosowanej, fizyki matematycznej, jej nowe metody przynosity przetom za
przetomem. Nie mozemy wiedzie¢, co by osiagneta, gdyby dozyla sedziwego
wieku. Mozemy jednak cieszy¢ si¢ z pozostawionych przez nig pomystow

i twierdzen, z bogatego matematycznego spadku, na ktérym budowaé beda
nastepne pokolenia.
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czy jej ucza, uprawiaja ja, pisza o niej, czy tylko sie

Jaki zwiazek ma nierozwiazywalnoéé (przez nig pasjonuja. Szczegdlnie mile widziani sg mlodzi
pierwiastniki) réwnan wielomianowych stopnia powyzej 4 matematycy, ktérzy uczg badz cheag uczy¢ w szkotach
z niekonstruowalnoscig pewnych wielokatéw foremnych?  wyzszych.

Skad si¢ wzieta teoria pierscieni? Co bylo Zrodtem
analizy matematycznej i rachunku wariacyjnego?

Matematyk wybitny potrafi dostrzegaé analogie miedzy
faktami, zas matematyk genialny — analogie miedzy

O umiejetnosci dostrzegania analogii bedzie mowa analogiams.
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