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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiagc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoécig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
o0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 656, 657
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

656. Naczynie odizolowane cieplnie od otoczenia rozdzielone jest na dwie czesci
tlokiem, ktéry moze przemieszczaé sie bez tarcia (rys. 1). Tlok polaczony jest

z prawg $cianka naczynia za pomoca sprezyny. Gdy tlok styka sie z lewa $cianka
naczynia, sprezyna jest nieodksztalcona. W lewej czeéci naczynia znajduje si¢ n
moli jednoatomowego gazu doskonalego, w prawej czeéci jest proznia. Ile ciepta
musi pobraé gaz (np. od umieszczonej w naczyniu spirali grzewczej), aby jego
temperatura wzrosta o AT? Pojemno$¢ cieplng naczynia, ttoka i sprezyny
zaniedbujemy.

657. Na nieprzewodzacym dysku o promieniu R umocowany jest wzdluz cigciwy
drut o dtugosci [ (rys. 2). Dysk obraca sie ze stala predkoscia katowa w. Wektor
indukcji jednorodnego pola magnetycznego B skierowany jest prostopadle do
dysku. Znalez¢ sile elektromotoryczna indukcji miedzy $rodkiem a koncem
drutu.

Rozwiazania zadan z numeru 12/2017 649. Na bardzo cienka przezroczysta plytke naniesiono nieprzezroczyste, koncentryczne

Przypominamy tre$¢ zadan:

pierscienie. Polozenia i rozmiary pierécieni sg tak dobrane, ze réwnoleglta wigzka
Swiatta o dtugosci fali A = 500 nm, padajaca prostopadle na plytke, ogniskuje
sie w odleglosci f = 25 cm od plytki. Rozmiary plytki sa male w poréwnaniu

648. Czlowiek wchodzi ze stalyg predkoscig v na zbocze  z odlegloscia f.

nachylone pod katem « do poziomu (rys. 3) i ciagnie a) Wyznaczyé promienie wewnetrzne i zewnetrzne dwédch najblizszych centrum
sanki o masie m za pomoca nierozciagliwej, lekkiej nieprzezroczystych pierscieni.

linki o dtugoéci I. Sanki §lizgajg sie bez tarcia po b) W jakiej odlegtosci od plytki powstanie obraz punktowego zrédla swiatta
powierzchni poziomej. Jakie jest naprezenie linki, gdy monochromatycznego o tej samej dlugosci fali co wigzka réwnolegta, umieszczonego

tworzy ona z poziomem kat «?

Rys. 5

w odlegtosci a od plytki na jej osi przechodzacej przez $rodki pierscieni?

648. Predkosé sanek vg jest pozioma, mozemy roztozy¢ ja na sktadowe v réwnolegla
do linki i v; prostopadla do linki (rys. 4). Zachodzi zwiazek v1 = vtga. W ukladzie
inercjalnym, zwiazanym z czlowiekiem, sanki poruszaja si¢ po okregu o promieniu [

z predkoscia v1 i przyspieszeniem dosrodkowym aq = v? /1. Jedyng sila dzialajaca na
sanki w kierunku poziomym jest sktadowa sity naprezenia linki N. Nadaje ona sankom
przyspieszenie a = (N cos a)/m. Sktadowa tego przyspieszenia réwnolegta do linki jest
przyspieszeniem doérodkowym: aq = acosa = (N cos® o) /m = v} /l. Stad sita naprezenia
linki dana jest wzorem: N = (mv?tg? a)/(I cos® o).

649. a) Réznica drég promieni biegnacych od centrum plytki i z punktu odlegtego o x
od centrum plytki do $rodka ekranu umieszczonego w odlegtodci f od plytki (rys. 5)

wynosi: As = \/f2 4+ 22 — f. W przyblizeniu z < f, As = f1/1 +22/f2 — f =~ z?/(2f).
Miejsca, z ktérych biegnace fale ostabialyby fale biegnaca z centrum plytki, powinny
by¢ nieprzezroczyste. Zachodzi dla nich zwiazek: /4 + kX < As < 3\/4 + k), gdzie

k=0,1,2,.... Stad

VAF(L+4E)/2 < o < \/Af(3+4k)/2.
Pierwszy nieprzezroczysty pierscien (k = 0) ma promienn wewnetrzny
ro = \/Af/2 = 0,25 mm, zewnetrzny Ro = 1/3\f/2 = 0,43 mm, drugi 1 = 0,56 mm,
Ri = 0,66 mm. b) niech szukana odleglo$é wynosi b. Chcemy, zeby réznica drég
promieni przechodzacych przez punkt odlegty o x od érodka ptytki i przechodzacych
przez Srodek ptytki byla taka sama, jak w przypadku wiazki réwnolegtej:

1 1 z?
_ 2 2 2 2) _ ~ 2 -
As=(Varva? 4 VP rat) ~ e+ ~a <2a+26> 2f
Stad 1/a+1/b=1/f.
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® Zadania z matematyki nr 759, 760
Redaguje Marcin E. KUCZMA

— 759. Ciag nieskonczony xg, 1, Ta, ... jest okresSlony wzorem rekurencyjnym
P Tppr = 227% dlan=0,1,2,...; wyraz poczatkowy z( jest dowolna liczba
z przedzialu (3/2,2). Wyznaczy¢ wszystkie liczby, bedace granicami zbieznych
podciagéw ciagu ().

Termin nadsylania rozwigzafi: 30 VI 2018 760, Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb rzeczywistych z,

dla ktérych kazda z liczb z'/2 + 2=1/2 oraz 2'/% + 2=1/3 jest calkowita.
Zadanie 760 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwigzania zadan z numeru 12/2017

Przypominamy tre$¢ zadan:

751. Tréjkat réwnoboczny o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi réwnolegtymi do bokéw)
na n? tréjkatéw o boku 1 (tréjkatéw jednostkowych). Wierzchotkom powstatej siatki zostaty
przyporzadkowane rézne liczby rzeczywiste ((n + 1)(n + 2)/2 réznych liczb). Tréjkat jednostkowy
nazwiemy zorientowanym dodatnio, jesli — idac wzdluz jego brzegu, w kierunku wzrastania liczb
przy wierzchotkach (tj. startujac od najmniejszej i idac przez $rednig do najwickszej) — mamy jego
wnetrze po lewej stronie. Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza
wartos¢ liczby tréjkatow jednostkowych zorientowanych dodatnio.

752. Znalezé wszystkie pary liczb calkowitych dodatnich, ktérych $rednia arytmetyczna i $rednia
geometryczna réznig sig¢ o 1.

751. Utworzona siatka sklada si¢ z K = 3n(n + 1)/2 krawedzi i rozcina plaszczyzne
na T + 1 obszaréw: T = n? tréjkacikéw jednostkowych oraz sktadows nieograniczona,
nazywang oceanem. Kazda krawedz traktujemy jako odcinek skierowany, od konca,
oznaczonego liczba mniejsza, do korica, oznaczonego liczba wigksza. W poblizu kazdej
krawedzi ktadziemy marker na obszarze, ktéry do niej przylega po stronie lewej
(wzgledem zwrotu strzalki).

Lacznie polozyliSmy K markeréw. Rysunek ilustruje sytuacje, gdy n = 4 (wige K = 30,

+ T = 16), wraz z przykladowym ponumerowaniem wierzchotkéw; kropki oznaczaja
/ \ markery; zacienione sa tréjkaciki zorientowane dodatnio (w sensie sprecyzowanym
1d<—r 19 w tredci zadania).
/ \ / \ Na kazdym tréjkaciku zorientowanym dodatnio znalazlty sie dwa markery;
na trojkaciku zorientowanym ujemnie — jeden marker. Wiec jesli mamy D trojkacikéw
O R zorientowanych dodatnio, to w obrebie catego duzego trojkata znalazto sie
/ \ / \ / \ T + D markeréw. Pozostate, w liczbie K —T" — D, sa na oceanie.

15<—— 1 3 10 Kazdy marker na oceanie odpowiada krawedzi zorientowanej ujemnie wzgledem
/ \ / \ / \ / \ wnetrza duzego trojkata — czyli takiej, ze obchodzac caty jego brzeg i majac jego
wnetrze po lewej stronie, idziemy niezgodnie ze zwrotem strzalki (odnotowujemy
8 — > 9<—— T7<——2——11 gpadek wartosci przy wierzchotkach). Moze by¢ tylko jeden taki odcinek, moga
to tez by¢ wszystkie z wyjatkiem jednego (czyli 3n — 1). Dostajemy nieréwnosci
1<K —T— D < 3n— 1; po podstawieniu K = 3n(n + 1)/2, T = n? i prostym
przeksztatceniu uzyskujemy dwustronne oszacowanie

2 2
n® —3n+2 n” +3n—2
Ty SPsT/—H——
Po obu stronach jest mozliwa realizacja réwnosci: wystarczy oznaczy¢ wierzcholtki
siatki, lezace na brzegu duzego tréjkata, liczbami tworzacymi ciag monotoniczny
(po wystartowaniu z dowolnie wybranego wierzchotka oraz ustaleniu kierunku
obchodzenia), z jedynym zakl6ceniem monotonicznosci przy zamknieciu cyklu. Liczby

Czoldéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

642 (WT = 2,2), 643 (WT = 2,2) po obu stronach napisanej nieréwnoéci stanowia odpowiedz na pytanie postawione
z numeru 9/2017 w zadaniu. [Warto zauwazy¢, ze liczby, przyporzadkowane wierzchotkom wewnetrznym,

Marian Lupiezowiec Gliwice 38,33 nie maja juz dla wartosci D zadnego znaczenia].

Jacek Konieczny Poznan 29,80

Ryszard }NOiniak Krakéw 28,77 752. Niech a, b beda liczbami naturalnymi, spetlniajacymi warunek

Krzysztof Magiera FLosiow 28,70 _ . . . . . .

Karol Eukanowski Niemcz 23,89 Vab+1=(a + b)//2. Wymlerny. pierwiastek z ll.czby natultalne\] jest hczk.)ad.naturalnad.
Tomasz Wietecha ~ Tarnéw 22,30 Zatem ab musi by¢ kwadratem liczby naturalnej. Oznaczajac przez d najwigkszy

wspoélny dzielnik liczb a, b (tak, ze a = a’d, b =V'd; o, b’ wzglednie pierwsze)
Czoléwlfadli_gi zadaniowej Klub 44 j\/{ widzimy, ze czynniki a’, b musza byé kwadratami: a = 2°d, b =y?d (z, y naturalne).
p‘; 4‘?{5‘,% nzlcg 1;533 CIC;‘ 420(5“,]\{,1;‘«‘?1?5?“ Badane ;éwnanie przyb.iera p(?staé dry +1 = (2°d + y*d)/2; po przeksztalceniu:
7z numeru 9/2017 d(x —y)* = 2. Stad wniosek, ze d=2, |x—y|=1.

Marcin Kasperski Warszawa 43,83 24 iadse 13 : 4 ; 5
Adam Daodno] Gdarisk 4329 Uzyskaliémy odpowiedz: liczby a, b to podwojone kwadraty dwoch kolejnych liczb

Roksana Slowik Knuréw 41,01 haturalnych. Proste sprawdzenie pokazuje, ze kazda taka para spelnia wymagany
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,71 warunek.
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