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W Aig dowiedziono, ze nie da si¢ wytonié
zwyciezcy w wyborach, nie tamigc co
najmniej jednej z zasad sprawiedliwosci.

Jak wykryé¢ salamandre?
Anna LEN*, Marcin MICHORZEWSKI**

W dniach 6-17 wrze$nia 2017 r. odbyla sie druga edycja miedzynarodowego
obozu Maths Beyond Limits. W czasie obozu 60 uczestnikow z Polski, Wegier,
Czech i Slowacji wzielo udzial w warsztatach matematycznych prowadzonych
przez studentow i pracownikéw naukowych najlepszych polskich i zagranicznych
uczelni. Uczestnicy mieli takze okazje do zaprezentowania wlasnych referatow
oraz do uczestnictwa w ogolnorozwojowych zajeciach wieczornych. Ponadto,

na obozie odbyly sie: mecz matematyczny, zawody Relays (oparte na konkursie
Ndboj), Olympic Challenge, a takze zajecia sportowe i integracyjne.

Wiszelkie szczegoty na temat obozu mozna znaleZé na stronie mathsbeyondlimits. eu.
Kolejna edycja odbedzie sie w dniach 9-21 wrzesnia 2018 roku. Licealistéow
zainteresowanych matematykq zachecamy do udzialu w rekrutacji, ktora ruszyla

1 kwietnia.

Ponizszy artykul prezentuje przyktadowa tematyke poruszang podczas obozu.

Przyjrzyjmy sie problemowi, przed ktorym staje legislator wyborczy:

podzial kraju na okregi wyborcze. Ordynacja wyborcza wystepujaca

w Stanach Zjednoczonych przy House of Representative polega na wybraniu
435 kandydatéw z 50 standéw. Kazdy stan podzielony jest na jednomandatowe
okregi zwane tez dystryktami. W kazdym dystrykcie dokladnie jedna partia
wygrywa, zdobywajac miejsce w House of Representative. Okregi sa zdefiniowane
przez terytorium, powinny by¢ spdjne oraz mieé taka sama populacje. Liczba
okregow w danym stanie podyktowana jest populacja i juz ona jest przedmiotem
wielu dyskusji. Wiecej na ten temat mozna znalezé w literaturze pod nazwa
apportionment. Upraszczajac nieco problem, przeanalizujemy, w jaki spos6b
sprawiedliwie dokona¢ podzialu na okregi wyborcze.

Okazuje sie, ze manipulujac podzialem na okregi, nie zmieniajac liczby
wyborcow w okregach, mozna zmieni¢ wyniki wyboréw. Manipulacja

w tym zakresie nazywa sie gerrymanderingiem. Nazwa jest zbitka nazwiska
amerykanskiego polityka Elbridge’a Gerry’ego oraz salamandry.

W 1812 roku E. Gerry, jako gubernator stanu Massachusetts, zarzadzil
podzial stanu na dystrykty w taki sposéb, aby zapewni¢ przewage Partii
Demokratyczno-Republikanskiej. Jeden z okregéw przypominal mityczna
salamandre i zostal okreslony przez Boston Gazette jako Gerry-mander. Od
tego czasu problem nie zniknal, Stany Zjednoczone stale podejmuja dziatania
majace walczy¢ z tym problemem.

Wprowadzenie wskaznika

Dla uproszczenia przyjmijmy, ze w wyborach kandyduja tylko 2 partie:

A1 B. Wygrywaja one miejsca w rzadzie, ktore potem we wlasnym zakresie
rozdzielaja. Zakladamy, ze okregi sa jednomandatowe (ich liczba S jest ustalona
z gory), ze w kazdym jest taka sama liczba wyborcéw oraz ze w kazdym

wazne glosy oddaje doktadnie tyle samo oséb. Zbiér okregdéw oznaczmy przez
D = {61,029, ...,0s}. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

D? ¢ D - zbiér okregéw, w ktérych wygrata partia P,

VP —liczba gloséw zdobytych przez partie P w okregu d;,

VP — calkowita liczba gloséw oddanych na partie P,

V; — liczba wszystkich gloséw oddanych w okregu §;,

S — liczba miejsc zdobytych przez partie P w i-tym okregu (SF € {0,1}),
SP —liczba wszystkich miejsc zdobytych przez partie P,

V' — liczba wszystkich gltoséw oddanych w wyborach.

Zatem gloséw oddanych w kazdym okregu jest doktadnie V; = %, dla

1=1,2,...,5 Wskazniki v i 0 oznaczaja przewage partii A odpowiednio
w glosach, ktére oddali wyborcy oraz miejscach, ktore uzyskata:
VA _ VB SA _ SB
V=——-, o= —"
|4 S
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Przyktad 1. Kazde pole planszy
przedstawia jednego glosujacego.

X oznacza glos oddany na parti¢ A, puste
pole to glos oddany na partie B. Na
rysunku z lewej obie partie zdobywaja
takg samg liczbe mandatéw. Jesli jednak
zmienimy ksztalt okregow tak jak na
rysunku z prawej strony, to wygra

partia A, zdobywajac 5 mandatow.
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Z lewej wspétezynnik EG = 0, z prawej
wynosi — %.

Przyktad 2. Mozna znalezé przyktad
takich wynikéw glosowania na dwie
partie, zeby w jednym ukladzie okregdéw
wygrala partia A, a w innym B.

Przyktad 3. Czy mozliwe jest, zeby
sytuacja z przyktadu 2 miala miejsce, gdy
okregi sa dwumandatowe?

W 2015 roku w USA odbyta si¢ rozprawa
pod nazwg ,,Gill v. Whitford”, w ktorej
sad najwyzszy zgodnie z rada
pomysltodawcéw efficiency gap zasadazil,
ze maksymalny dopuszczalny poziom EG
to 0,07. Tym samym stwierdzono, ze
wybory z 2012 i 2014 roku w Wisconsin
byly niekonstytucyjne (EG wyniosto
odpowiednio 0,13 oraz 0,1).

Przyklad 4. W wyborach startujg dwie
partie. Przyjmujac, iz sprawiedliwy jest
taki podzial, ze EG = 0,07, jakie jest
najmniejsze procentowe poparcie dla
jednej z partii, zeby miala ona wiekszos¢
w parlamencie?

Glosami zmarnowanymi (wasted votes) nazywamy wszystkie glosy na przegrana
partie oraz na wygrana powyzej progu 50% (tzn. te, ktére byly zbedne do
zwyciestwa). Oznacza to, ze zawsze polowa gloséw jest zmarnowana.

Analogicznie jak poprzednio, niech W to bedzie liczba gloséw zmarnowanych
w okregu §; przez glosujacych na partie P, zag W’ — liczba zmarnowanych
gloséw we wszystkich okregach. Zachodzi nastepujaca zaleznosé
WA =VA— 54 Y (przypomnijmy, ze okregi sa jednomandatowe). Spéjrzmy,
jak wygladaja glosy zmarnowane na partie A i B. W tym celu zdefiniujmy
wspotezynnik efficiency gap
s A B A B
EG:ZWi - W; _ we —Ww '
i=1 4 4
Jezeli EG jest dodatnie, oznacza ono niesprawiedliwo$¢ wobec partii A, gdy

ujemne, to dla B. Gdy EG = 0, wéwczas obie partie stracily podobna liczbe
gloséw i taka sytuacje uznaje si¢ za sprawiedliwa.

Przyjrzyjmy sie blizej informacji, ktora niesie wspétczynnik FG. Zauwazmy, ze
s
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Niektore usterki wspotczynnika EG:

e Wspélczynnik FG nie odwzorowuje proporcji gtoséw w liczbie zdobytych
miejsc. Tzn. jesli partia A zdobywa w caltym kraju 66% gloséw, za$ partia B
uzyskata 34%, to wéwczas v = 0,32. Aby wspolczynnik EG byt jak najblizszy 0,
to o = 0,64, czyli partia A powinna zdoby¢ 82% miejsc, za$ partia B tylko 18%.

e Jesli partia A bedzie miala co najmniej 79% poparcia w spoleczeristwie, to
niezaleznie jak wybierzemy okregi, bedzie

1
v— 50 > 0,58 — 0,5 > 0,07,

wybory zawsze bylyby wiec niesprawiedliwe (jedli uznamy, ze takie sa wtedy,
gdy EG przekracza 0,07). Wynika to z tego, ze przewaga wygranych miejsc ma
2 razy mniejsze znaczenie od przewagi glosow w spoleczenstwie.

e Dla okregu i poziom sprawiedliwoéci EG; = w wynosi zero tylko
wtedy, gdy jedna partia zdobedzie 3 razy wiecej éloséw od drugiej. Wtedy
sprawiedliwym podzialem jest taki, w ktorym w kazdym z okregéw proporcje
gloséw wynosza 3 : 1.

Zachecamy do przyjrzenia sie nieco poprawionej metodzie mierzenia
niesprawiedliwosci — WA WwB

EG = T
Nie istnieje jednoznaczny, powszechnie stosowany sposob sprawdzania, czy
podziatl jest sprawiedliwy. W Stanach Zjednoczonych powolywane sa specjalne
zespoly czuwajace nad takimi podziatami. Zauwazmy, ze nie wszystkie zalozenia
przytoczonego modelu daje sie spelnié (np. réwna liczba wyborcéw w kazdym
okregu i jednoczesnie réwna liczba oddanych gloséw), stad pole do poprawy
modelu jest jeszcze spore.

i Zadania

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 949. Cegla spada na piltke tenisowa z wysokosci 1 m i odskakuje, praktycznie
biorac, na taka sama wysoko$é, z jakiej spadta. Na jaka wysokosé podskoczy
pitka?

Rozwiazanie na str. 7

F 950. Przy fotografowaniu tygrysa nie zaleca si¢ do niego zbliza¢ bardziej niz
na odleglos¢ L = 20 m. Jaka gltebokos¢ powinna mie¢ camera obscura z otworem
o §rednicy d = 1 mm, aby na fotografii byly widoczne pregi na skérze tygrysa?
Przyjaé¢, ze odleglosé miedzy pregami wynosi [ = 20 cm.

Rozwiazanie na str. 7
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