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Z, notatnika geniusza
Jarostaw GORNICKI*

Srinivasa Ramanujan Ijengar (1887-1920) byl indyjskim matematykiem

z prowincji Madras, genialnym samoukiem obdarzonym niezwyklym talentem
do odkrywania zaskakujacych zaleznosci liczbowych. Swobodnie postugiwat
sie ulamkami tancuchowymi, szeregami liczbowymi, funkcjami eliptycznymi.
Pozostawit okoto 3900 wzordéw, z ktérych jedynie niewielka czesé zostata
dotychczas sprawdzona.

Cze$é 1. Dla odwaznych

Weglad w nadzwyczajne zdolnosci i wyobrazni¢ Ramanujana daje lektura
fragmentu jego listu wysltanego z Madrasu 16 stycznia 1913 r. do angielskiego
matematyka Godfreya Harolda Hardy’ego (1877-1947). List zawieral okolo
120 wzoréw matematycznych bez wyjasnien i komentarzy. Kilkanascie

z nich Hardy uznal za reprezentatywne [2] (kazdy moze zmierzy¢ sie z ich
uzasadnieniem).

3, 6l
W 1= Gy + G

=

- (1+ <§!§3+“‘)<1‘<1T>3 <§'>‘>
(2)1-5 <;) < )3—13<;i:2>3+...:i
(3)1+9<4>4+17<4 :)4+25<m>4+...=f {QZ)}?
1-5(3) +o(575) ~1(555) =

(5)/ +GH)? 1+ GRE)? dm_ﬁ.F(a+%)F(b+1)F(b—a+%)

@2 1 GE)? YT 2 T @r+ Hrb—a+1)
[0<a<b+i]

(6)/ dz B T
(1+22)(1+r222)(1+r422) ... 2(1+r+r3 476 47104 )
0

(7) jezeli a - B = 72, to
T zeo’ ze= P’
4(1+4a/62m_1dx> <1+4ﬁ/ P )
0

(8) /e*xde _ g - . _
0 2a +

Jioe ™ 1 2 3 4

()/ 1 12 12 22 22 32 32
de — — — —_ 2 2 2
cosh x

.1?5 $10 $15 \E/E T .CL‘Z .’.173
10) jezeli u = — 2 2 i rr v
(10) jezeli v = = o G TV = T T
5 1—2u+ 4u? — 3ud + u?
to v’ =u-

14+ 3u + 4u? + 2u3 + ut



Strona 54 z ,Manuscript Book 1 of
Srinivasa Ramanujan”.

1 e 2 gdm 545 VB+1 2x
(11) — = _ %
1+ 1+ 1+... 2 2

—Qﬂ\/g —47r\/g 2m
(12)%€1+ 61+ - & : _\/5;1 e
"N\ G

1+§’/5i(\/52 > -1

Wzory (1)—(4) okazaly sie przykladami szeregéw hipergeometrycznych, ktérych
badanie zapoczatkowali Euler i Gauss. Wzory (5) i (6) wydaly sie¢ Hardy’emu
najmniej efektowne. Wykazal ich stusznoé¢, cho¢ miat z tym wiekszy klopot,
niz si¢ spodziewal. We wzorach (7)—(9) Hardy rozpoznal réwnosci znane sobie
i swoim wspélpracownikom. Natomiast wzory (10)—(12) Hardy uznal za bardzo
zagadkowe i trudne do uzasadnienia. Pisal o nich ,,zupelnie mnie pokonaty;
nigdy wczeéniej nie widzialem czegos choéby podobnego. Wystarczyto jedno
spojrzenie, by sie zorientowaé, ze zostaly napisane przez matematyka najwyzszej
klasy”, i dodal ,musza by¢ prawdziwe, bo nikt nie miatby tyle wyobrazni, zeby
je wymy$li¢”. Prawdziwos$é¢ wzoréw (10)—(12) potwierdzili wiele lat p6Zniej

L.J. Rogers (1921) i G.N. Watson (1929).

W lutym 1913 r., wspierajac sie opinia J.E. Littlewooda, Hardy zyskal pewnos¢ —
Ramanujan jest matematycznym geniuszem!

Cze$é 2. Dla ciekawych

W 1914 r. Ramanujan, zgodnie ze swoim zwyczajem, podal bez uzasadnienia
wzor
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Wzér okazal si¢ prawdziwy i zapoczatkowal prace nad ciggami szybko zbieznymi
do wartosci 7 (patrz [1]).

Najcenniejszym efektem wspotpracy Hardy’ego i Ramanujana, podczas jego
pobytu w Trinity College w Cambridge, jest wzor z 1918 r. na przyblizona
warto$é funkeji rozkladu p(n) (patrz [2]). Liczba p(n) okresla, na ile sposobéw
mozna przedstawié¢ liczbe naturalna w postaci réznych sum liczb naturalnych.
Poniewaz
4=4=1+1+141=24+14+1=242=3+1,
wiec p(4) = 5. Mozemy sprawdzié, ze p(10) = 42 i p(n) szybko rosnie wraz ze
wzrostem n. Nikt nie mial jednak pomystu na oszacowanie wartoscei funkcji p(n).
Hardy i Ramanujan wykazali zaskakujaca zaleznos¢
~ eV F

p) ~ eV,
co oznacza, ze stosunek prawej i lewej strony dazy do 1, gdy n — oo. Liczba 7
byta bohaterka wielu rozwazan Ramanujana. Przed 1913 r., korzystajac jedynie
z twierdzenia Talesa i twierdzenia Pitagorasa, Ramanujan podal zaskakujaco
dokladne przyblizone rozwiazania kwadratury kota [3] i rektyfikacji okregu [4].

Konstrukcja 1 (Kwadratura kola wedlug Ramanujana)

Pomys! uwidoczniony jest na 54 stronie zachowanych rekopiséw Ramanujana,
»2Manuscript Book 1 of Srinivasa Ramanujan”.

Niech PR bedzie $rednica okregu jednostkowego o srodku w punkcie O (rys. 1).
Niech H polowi odcinek OP, a odcinek RT ma dlugosé % Kreslimy odcinek
TQLPR, i odkladamy taka cigciwe RS, ze |RS| = |TQ| = % Odcinek PS ma
diugosé @ Kredlimy odcinki TN||OM||RS i obliczamy |PM| = }|PS| = @,
|[MN| = ‘/Tﬁ. Rysujemy cieciwe PK o dlugosci |PK| = |PM]| i w punkcie P
wystawiamy styczng do okregu PL. Mamy |PL| = |MN| = @. Na boku RK

o dlugosci Y313 odkladamy taki odcinek RC, ze |[RC| = |RH| = 3, a nastepnie
rysujemy odcinek CD| K L.
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Rys. 3

Zainteresowanym postacig Srinivasa
Ramanujana polecamy ksiazke Roberta
Kanigela Czlowiek ktéry poznal
nieskornczonosé, ktorej recenzje mozna
znalezé w A?T

7 twierdzenia Talesa, ||g’§|| |‘g€|‘7 wigc |[RD| = % Woéwcezas kwadrat
o boku RD ma pole bliskie polu kota jednostkowego,

5
|RD|? = % ~ 3,1415929203. . .,

jest przyblizeniem liczby 7 z dokladnoscig do szostego miejsca po przecinku.

Ramanujan w swoich obliczeniach korzystal (co widaé¢ na reprodukeji) z lepszego
przyblizenia liczby m w postaci % (1 — 03%%(;3) ktore jest doktadne do

czternastego miejsca po przecinku.

Utamek 313 jako przyblizenie wartosci 7 zostal wskazany juz w V wieku

przez chifiskiego astronoma Tsu Ch’ung-chih (430-501). Tysiac lat pdzniej,

w 1573 roku ponownie odkryl to przyblizenie Valentinus Otho (1545-1603) oraz
w 1585 roku holenderski matematyk Adriaen Anthonisz (1527-1607).

Konstrukcja 2 (Rektyfikacja okregu wedlug Ramanujana)

Niech AB bedzie Srednica okregu jednostkowego o srodku w punkcie O. Niech
punkt C' dzieli luk AC'B na polowe i odcinek AT ma dlugosé % (rys. 2). Na
odcinku BC odkladamy odcinki |CM| = |MN| = 3. baczymy punkty AM i AN,
|AM| = Y19 |AN| = 3 , 1 na odcinku AN odkladamy taki odcinek AP, ze
|AP| = |AM| Kreslimy odcmek PQ|NM. Z twierdzenia Talesa uzyskujemy
% \‘ﬁfff‘l wiec |AQ| = \ﬁ Laczymy O z @Q i z punktu 7" prowadzimy
réwnolegl@ do OQ7 ktora przecina odcinek AM w punkcie R. Wowczas,

|AR| = |AQ\ . W punkcie A kreshmy styczng do okregu i odkladamy

taki odcinek AS, ze \AS| = |AR| = Wtedy odcinek OS ma dlugosé

9f
OS] =4/1+ 92 55 - Srednia proporcjonalna (geometryczna) miedzy odcinkami

|OS| i |OB|, czyli odcinek OU (rys. 3), jest réwna w przyblizeniu szdste]j czesci
dhugoéci okregu, gdyz
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co jest przyblizeniem wartosci 7 z doktadnoscia do osmiu cyfr po przecinku.
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Ulame otrzymamy, przyjmujac przyblizenie 7 ~ 97, 4(09).
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Archimedes rektyfikacje okregu i kwadrature kota wykonal za pomoca swojej spirali, czyli krzywej opisanej
w ukladzie biegunowym przez r(¢) = a- . Jesli odcinek O P, laczacy punkt spirali odpowiadajacy 27 z jej poczatkiem,
bedzie miat dtugosé r, to styczna do spirali w tym punkcie przetnie wychodzaca z O poltprosta prostopadla do OP

w takim punkcie Q, ze |OQ| = 27r.

P Czytelniku, sprawdz!
0 Q
Mamy wigc zaréwno rektyfikacje okregu (to ten poziomy odcinek),
jak i kwadrature kota, bo pole powstalego tréjkata to 7r?,
a trojkat na kwadrat zamienic¢ tatwo — choéby nozyczkami.
M. K



