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Rys. 1. Graf z zaznaczonym kolorem jego
minimalnym pokryciem wierzchotkowym

Dla niezaznajomionych z terminem
programowania liniowego — jest to forma
przedstawienia problemu za pomoca
zbioru zmiennych, réwnan i nieréwnosci
liniowych na nich oraz pewnej funkcji
liniowej tych zmiennych, ktérg
minimalizujemy lub maksymalizujemy.

Program liniowy catkowitoliczbowy to
taki, dla ktérego zmienne przyjmuja

wartosci tylko ze zbioru liczb calkowitych.

Programowanie pétcatkowitoliczbowe
Krzysztof KILJAN*

W tym artykule zmierzymy sie z problemem pokrycia wierzcholkowego ( Vertex
Cover). Poruszymy kilka kwestii na pograniczu optymalizacji liniowej, zlozonosci
obliczeniowej oraz algorytmoéw parametryzowanych. Wiekszosé Czytelnikéw
moze zna¢ ten problem z réznych Zrédel (miedzy innymi pojawial sie on juz

w Delcie przed laty), ale na wszelki wypadek na poczatek przypomne definicje.

Definicja 1. Pokryciem wierzcholkowym grafu G = (V, E) nazwiemy taki
2bior wierzcholkow, zZe dla kazdej krawedzi (u,v) € E, wystepujacej w grafie,
przynajmniej jeden z wierzcholkow u, v nalezy do pokrycia.

Minimalne pokrycie wierzchotkowe to, oczywiscie, takie, ktore zawiera
najmniejsza mozliwa liczbe wierzchotkdow.

7Z teorii ztozonosci wiemy juz, ze nasz problem jest NP-zupelny. Znaczy to, ze
jesli potrafilibySmy go szybko rozwiazacé, to poprzez pewne redukcje umielibysmy
rowniez szybko rozwigzaé wszystkie problemy z klasy NP. W tym przypadku
przez ,szybko” rozumiemy rozwiazanie dziatajace w czasie wielomianowym, czyli
O(n®) dla pewnej stalej c. Jedna ze slynniejszych hipotez w informatyce méwi,
ze P = NP, czyli ze klasa probleméw rozwiazywalnych w deterministycznym czasie
wielomianowym jest mniejsza od tej rozpoznawanej w niedeterministycznym
(czyli nie zachodzi NP C P, zawieranie P C NP jest oczywiste). Przy zalozeniu,
ze hipoteza ta jest prawdziwa, probleméw NP-zupelnych nie da si¢ rozwiazywaé
w deterministycznym czasie wielomianowym.

Jak mozemy znalezé minimalne pokrycie wierzchotkowe?

Pierwszym pomystem, jaki mozemy mieé¢, jest przejrzenie wszystkich
podzbioréw wierzchotkdéw naszego grafu i wybranie takiego, ktory jest pokryciem
wierzchotkowym i ma najmniejszy rozmiar. Takich podzbioréw jest 2™ (gdzie n
to liczba wierzchotkéw w naszym grafie).

Mozemy tez sie zabraé¢ za to inaczej — okazuje sie, ze bardzo czesto
w problemach kombinatorycznych z pomoca przychodzi programowanie liniowe.

Tak tez jest i w naszym przypadku. Dla kazdego wierzchotka v w naszym grafie
stworzymy zmienna catkowita x, oznaczajaca, czy bierzemy v do naszego
pokrycia, czy tez nie. Oczywiscie, bedziemy chcieli zminimalizowaé liczbe
wzietych wierzchotkéw. Wymaganie co do pokrycia krawedzi wyrazimy, tworzac
dla kazdej krawedzi (u, v) nieréwnosé x, + x, > 1.

Podsumowujac powyzsze, dostajemy nastepujacy program liniowy
catkowitoliczbowy:
Minimalizuj > oy o
z zachowaniem warunkéw: z,, + z, > 1 dla kazdego (u,v) € E,
xy € {0,1} i dla kazdego w € V.

Potrafimy wyrazi¢ wiec problem NP-zupelny za pomoca ILP (Integer Linear
Programming — programowanie catkowitoliczbowe). Oznacza to dokladnie,

ze pokazalidmy w tym momencie NP-trudno$é problemu ILP. Tym samym
nie oczekujemy, ze dla ILP istnieje jakikolwiek algorytm dzialajacy w czasie
wielomianowym.

Co si¢ stanie, gdy zapomnimy o warunkach catkowito$ci dla naszych
zmiennych?

Dostaniemy zwyktly program liniowy, a przeciez do rozwiazywania takiego
istnieja juz algorytmy wielomianowe! Pytanie, czy wyniki tego programu moga
sie nam do czego$ przydac¢. Mogtoby sie wydawaé, ze nie — przyktadowo dla
cyklu o 3 wierzchotkach optymalnym rozwiazaniem bedzie da¢ x1 = x9 = x3 = %7
ktére nam za wiele nie méwi.
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Okazuje si¢ jednak, ze ta forma programu liniowego
moze by¢ dla nas wcigz uzyteczna! W dziedzinie
algorytmow parametryzowanych istnieje dzial zwany
kernelizacjq. Wykorzystamy rozwiazanie naszego LP
(Linear Programming) wlasnie w procesie kernelizacji.
Najpierw jednak moze warto wspomnie¢, co kryje sie
pod tajemniczymi hastami uzytymi powyzej.

W skroécie algorytmy parametryzowane to takie,

w ktérych wybieramy sobie parametr opisujacy

w pewien sposob instancje naszego problemu,

a nastepnie wzgledem tego parametru bedziemy
optymalizowaé¢ predko$é dziatania naszego algorytmu.
Parametry te moga w najrézniejszy sposéb opisywaé
problem, z ktérym sie mierzymy. Oczywiscie,
podstawowym parametrem moze by¢ wielko$é
naszego problemu wejsciowego, jednak duzo z takiego
parametru raczej nie wyciagniemy. Sensowniejszym
przykladem dla probleméw grafowych moze by¢,

na przyklad, maksymalny stopien wierzchotka

w rozwazanym grafie. W ogdélnosci, do kazdego
problemu da sie wymysli¢ duzo réznych parametréw,
ale wybranie tego wlasciwego moze okazac si¢ sporym
wyzwaniem.

Drugie tajemnicze slowo, czyli ,kernelizacja”, mozna
przettumaczy¢ jako znajdowanie jadra problemu —
chcemy w szybkim czasie z jakiej$ instancji problemu
NP-zupelnego wydoby¢ jego najtrudniejszg obliczeniowo
czesé. Dzieki temu bardzo czesto jesteSmy w stanie
mocno ograniczy¢ rozmiary problemu, z ktérym sie
borykamy, co znaczaco przyspieszy nasze obliczenia
(zostanie nam duzo mniej zadan, ktére musimy
przetworzy¢ w czasie wykladniczym). Aby rozjasnié
te pojecia, za chwile zilustrujemy je na przyktadzie
pokrycia wierzchotkowego.

Skupimy sie tym razem na wersji decyzyjnej problemu
pokrycia wierzchotkowego — czy dla danego grafu G

istnieje pokrycie zawierajace co najwyzej k wierzchotkdw.

Jako parametru uzyjemy rozmiaru poszukiwanego
rozwiazania (czyli liczby wierzchotkéw k w pokryciu).

Uzywajac rozwigzania naszego programu liniowego

EUGV Ly

Ty + 2, = 1 dla kazdego (u,v) € E,

Minimalizuj z zachowaniem warunku

podzielimy wierzcholki na 3 zbiory:

e Vo={v:0<z, <3}
o Vip={v:iz, =3}
o Vi={v:3 <z, <1}

W tym momencie jasne si¢ powinno stac¢, skad w tytule
wziela sie nazwa polcatkowite — przeksztalcamy
rozwigzanie LP tak, zeby oprécz wartosci catkowitych

0 i 1 osiagalo ono trzecia warto$é % Okazuje sie, ze
taka postaé rozwiazania jest niezwykle uzyteczna

w znajdowaniu jadra. Pierwszym spostrzezeniem,

jakie mozemy poczynié, jest to, ze jesli spojrzymy na
ktorykolwiek wierzchotek v € Vj, to musi mie¢ on sasiada
nalezacego do zbioru V. Mozna jednak udowodnié¢ duzo
ciekawsze twierdzenie.

Twierdzenie 2 (Nemhausera—Trottera). Istnieje takie
minimalne pokrycie wierzchotkowe S w grafie G, Ze:

Vi CSC ViUV

Dowdd powyzszego twierdzenia, oczywiscie,
pozostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.
Skorzystamy z niego podczas nastepujacej redukeji
naszego problemu.

Mamy dany graf G oraz liczbe k (rozmiar pokrycia,
ktory sprawdzamy). Jesli > 2, > k, to zwracamy
odpowiedz nie. W przeciwnym przypadku zmniejszamy
nasz graf poprzez wyrzucenie z niego wierzchotkéw
nalezacych do Vy U V; oraz zmniejszenie wielkosSci
poszukiwanego pokrycia w reszcie grafu do k — [V4].
Odpowiada to zachtannemu wzigciu wszystkich
wierzchotkéw z V) do naszego rozwiazania.

Rys. 2. U gory graf z odpowiednio zaznaczonymi kolorem
wierzchotkami z Vo, szaro z Vj /5 i czarno z V. Na dole ten sam graf
po wykonaniu na nim powyzszej redukcji

Pozostato wykazac, ze redukcja ta jest bezpieczna oraz
sprawdzi¢ jakiej wielkosci jest jadro po jej zastosowaniu.
Dalej przez (G', k') bede oznaczal instancje problemu,
ktora dostaniemy po zastosowaniu redukcji. Aby
wykazaé, ze jest ona bezpieczna, wykazemy, ze w (G’ k")
mozemy znalezé rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
moglidmy je znalezé¢ w (G, k).

Zacznijmy od wykazania, ze krok stwierdzajacy
odpowiedz nie jest poprawny. Wiadomo, ze wynik LP
jest zawsze niewiekszy niz ILP. Z tego tez powodu, jesli
wynik LP bedzie wigkszy niz k, czyli stwierdzimy, ze

sie nie da znalez¢ rozwiazania w wersji bez warunku

o catkowitoéci liczb, to tym bardziej z tym warunkiem by
sie nie dalo.

Druga cze$é¢ bezpieczenstwa nie jest wiele trudniejsza do
wykazania. Najpierw uzasadnijmy implikacje

(G K tak — (G, k) tak.
Jesli S to pokrycie grafu G’, to na mocy wezesniejszej
obserwacji, jesli dotozymy wierzchotki z V3 UV} do grafu,

a Vi1 do pokrycia, to dostaniemy doktadnie pokrycie
grafu G co najwyzej o rozmiarze k.

W przeciwng strone: aby wykazaé

(G, k) tak — (G, k') tak,
korzystamy z twierdzenia Nemhausera—Trottera
przytoczonego powyzej. Wezmiemy wtedy S’, bedace
czescia wspdlng pokrycia S dla catego grafu, oraz
Vi 2, aby otrzymac pokrycie dla G’ o rozmiarze co
najwyzej k'.



Ostatnia rzecza jest wielko$¢ jadra, ktére otrzymamy.
Okazuje sie, ze rozmiar naszego nowego grafu G’ bedzie
wynosit co najwyzej 2k. Wystarczy zauwazy¢, ze jest on
tym samym, co liczba wierzchotkéw ,,potowicznych”,
co z kolei wynosi nie wiecej niz podwojona wielko$é
rozwiazania naszego LP, ktére musi by¢ mniejsze
niz k, gdyz w przeciwnym przypadku dostalibysmy
juz odpowiedz nie. Powyzsze zdanie matematycznie
zapiszemy w postaci

V(@) =Vipl= Y 2z,<2) x,<2k

vEV] /2 veV

W ten oto prosty sposéb udalo nam si¢ ograniczy¢
przestrzen, ktéra musimy przejrze¢ w czasie
wyktadniczym z n do 2k. Nie jest to, oczywiscie,

i Zadania

jedyna redukcja, ktéra mozna zastosowaé do tego
problemu. Okazuje sie, ze sam proces redukcji mozna
jeszcze przyspieszy¢, sprowadzajac nasze LP do
problemu przeplywu w grafie. Po wiecej szczegdtow
na temat algorytméw parametryzowanych (jak i tego
sprowadzenia) mozna zajrze¢ do ksigzki Parameterized
Algorithms, ktéra na uzytek wlasny jest dostepna za
darmo w internecie.

Oczywiscie, nie jest to tez jedyne zastosowanie
programowania poétcatkowitoliczbowego. W internecie
mozna znalezé prace Half-integrality, LP-branching and
FPT Algorithms, w ktorej jest wiecej szczegdtéw, jak

i zastosowan tego rozwiazania. Serdecznie zachgcam do
lektury!

Redaguje Lukasz BOZYK
M 1558. Czy istnieja liczby catkowite a, b, ¢ o tej wlasnosci, ze kazdy

z tréjmianéw kwadratowych

ax® + br + ¢ oraz

(a+1)z® +(b+Da+ (c+1)

ma obydwa pierwiastki calkowite?

Rozwiazanie na str. 22

M 1559. Pierwsza ¢wiartka plaszczyzny z kartezjanskim ukladem
wspolrzednych jest podzielona prostymi o rownaniach x = n oraz y = n dla

n € {1,2,3,...} na kwadraty jednostkowe, zwane dalej polami. Czy mozna
wyroznié¢ niektére pola w taki sposdb, ze:

e kazdy kwadrat o bokach catkowitej dtugosci réwnolegtych do osi uktadu

i jednym z wierzchotkéw w punkeie (0,0) zawiera wiecej p6l wyréznionych niz

niewyrdznionych;

e kazda prosta réwnolegta do prostej y = x przecina wnetrze tylko skoriczenie

t1/2 = 4, 47 - 109 lat?

Rozwiazanie na str. 18
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wielu wyréznionych pol?
Rozwiazanie na str. 11

M 1560. Wyznaczy¢ iloczyn ditugosci wszystkich bokéw i przekatnych n-kata
foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1.
Rozwiazanie na str. 22

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 947. Doswiadczenia z rozpraszaniem czastek natadowanych na jadrach
atomowych wskazuja, ze promien jadra R rosnie z liczba A nukleonéw jak

R = roA'/3, gdzie ro ~ 1,25 - 10~'° m. Korzystajac z zasady nieoznaczonosci,
oszacuj na tej podstawie srednia energie F'p wiazania nukleonu w jadrze. Masa
nukleonu M =~ 940 MeV /c2, a iloczyn A, tj. stalej Plancka podzielonej przez 27
i predkosci éwiatta ¢ wynosi ic = 197 - 10715 MeV - m.

Rozwiazanie na str. 18

F 948. Jony uranu U, znajdujace sie w cieklym cyrkonie ZrSiOy4, mieszaja

sie z nim, podstawiajac jony Zr, a jony otowiu Pb nie reaguja z cyrkonem

i szybko dyfunduja poza jego objetos¢. Po zestaleniu cyrkonu, dyfuzja
praktycznie ustaje. W krysztatach cyrkonu, znajdujacych sie w skale znalezionej
w Zimbabwe, zmierzono, ze stosunek liczby atoméw otowiu 2°°Pb do liczby
atoméw uranu 233U wynosi o = 0, 5. Jaki jest wiek tej skaly, jesli w serii kolejnych
rozpadéw alfa i beta, 238U rozpada sic do 2°SPb z czasem potowicznego zaniku



