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Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

. 0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F)

i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym

czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,
a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl
Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2018

Zadania z matematyki nr 757, 758
Redaguje Marcin E. KUCZMA

B

Rozwigzania zadan z numeru 11/2017

Przypominamy tre$¢ zadan:

749. Tréjkat ABC jest opisany na okregu o $rodku I, stycznym do
bokéw AB i AC w punktach S i T. Na boku AC' lezy taki punkt P,
ze IP||ST. Proste ST i BP przecinaja sie w punkcie Q. Dowiesé, ze
QC|AB.

750. Znalez¢ wszystkie pary liczb pierwszych p, g (p > q), dla ktérych
takze liczby (p? 4 ¢2)/2 oraz (p? — ¢%)/24 sa pierwsze.

749. Oznaczmy przez U punkt stycznosci boku BC

z okregiem wpisanym (rys.) i niech

x =|AS| =|AT|, y=|BS|=|BU|, z=|CT|=|CU|,
r=IIS|=|IT|=|IU|, s=xz+y+=z.

Zachodzi ré6wnoéé xyz = r2s (znany fakt — lub nietrudne

¢wiczenie).

Odcinek IT jest wysokoscia w tréjkacie

prostokatnym AIP; zatem |PT| = r?/z = yz/s. Stad

|[AP| |AT|+ |PT)| |AT| s

|PT)| |PT)| |PT)| Yz
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Prosta BP przecina boki tréjkata AST (lub ich
przedtuzenia) w punktach @, P, B wiec w mysl wzoru
Menelausa

QS| _|AP| ISBl @4tz y
TQl  [PT| |BA| yz Tty
_r+z  |AC]
z loT)

Uzyskana proporcja implikuje réwnoleglosé prostych QC
i AB (odwrdcenie twierdzenie Talesa).
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757. Funkcje f,¢g: {1,

...,n} —{1,...,n} sa okreslone wzorami

f(k) = max{1, k — 1},
Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 ustalié, ile jest funkcji h: {1,...,n} = {1,...,n},
dajacych sie wyrazi¢ jako zlozenia skoriczenie wielu odwzorowan, z ktérych
kazde jest jedna z funkcji f, g.
egzemplarzy funkcji f, ¢), przyjmujac zwykla umowe, ze daje ono w wyniku
odwzorowanie tozsamosciowe h(k) = k.]

g(k) = min{n, k+ 1}.

[Dopuszczamy réwniez zlozenie puste (zero

758. Trzy okregi o promieniach rq, ry, r3 sa parami styczne zewnetrznie oraz sa
styczne wewnetrznie do okregu o promieniu R. Wykazad, ze

T+ 1o+ 13+ 2\/7“17”2 + rorg 4 1r3ry < 3R.
Zadanie 758 zaproponowal pan Witold Bednarek z F.odzi.

750. Przyjmijmy, ze liczby p, ¢ spelniaja postawione
warunki; w szczegdlnosci p? — ¢ = 24r, gdzie r jest
liczba pierwsza. Jasne, ze q # 2, ¢ # 3. Illoczyn liczb
naturalnych (p +¢)/2 1 (p — ¢)/2 wynosi 6r, wiec jedna
z nich dzieli si¢ przez r. W takim razie druga jest
dzielnikiem liczby 6; wobec czego mniejsza z nich nie
przekracza 6. Dostajemy oszacowanie p — ¢ < 12.

Jezeli ¢ = 5, to p < 17, ezyli p € {7,11,13,17}.
Sprawdzamy, ze tylko para (p,q) = (17,5) jest dobra.

Dalej przyjmujemy, ze p > g > 5. Wowczas
p* =¢* =1 (mod 5), wiec
(»* —¢*)»* +¢*) =0 (mod 5).

To pokazuje, ze iloczyn liczb catkowitych
r = (p* — ¢?)/24 oraz s = (p* + ¢?)/2 dzieli si¢ przez 5.
Sa to z zalozenia liczby pierwsze, wiec ktoras z nich
jest réwna 5. Ale 25 = p? + ¢ > 112 + 72. Pozostaje
mozliwos¢ r = 5.
Tloczyn liczb naturalnych (p + ¢)/2 i (p — q)/2 wynosi
6r = 30. Cztery mozliwe rozklady (30-1, 15-2, 10 - 3,
6-5) daja pary (p,q), odpowiednio, (31,29), (17,13),
(13,7), (11,1). Ostatnia odpada. Dla p = 31, ¢ = 29
wychodzi s = 901, liczba zlozona. Pozostale dwie pary sa
juz dobre. Wraz z para znaleziona wczesniej, ostatecznie
otrzymujemy trzy rozwiazania. Wypiszemy je, podajac
rowniez wartosci r 1 s:

p q r s

17 5 11 157

1713 5 229

13 7 5 109



Zadania z fizyki nr 654, 655
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

654. Na szpule o promieniu wewnetrznym r i zewnetrznym R nawinigta jest
linka (rys. 1). Koniec A linki ciagniety jest poziomo z predkoscia v. Na szpuli
opiera sie deska, ktora moze obracaé sie wokdl poziomej osi prostopadlej do
plaszczyzny rysunku, przechodzacej przez punkt O. Szpula toczy sie bez poslizgu
Termin nadsylania rozwiazah: 31 V 2018 PO powierzchni poziomej. Jaka jest predkos¢ katowa deski, gdy tworzy ona

z poziomem kat o7

655. Ciezarek o masie m wisi na nici. Na jaka najmniejsza wysokosé nalezy

4 podniesé cigzarek, aby spadajac, rozerwal ni¢? Minimalna sita wystarczajaca
do rozerwania nici wynosi Mg (g jest przyspieszeniem ziemskim) i przed
% rozerwaniem wydtuza ja o a. Zakladamy, Ze sila naprezenia nici jest
0 proporcjonalna do jej wydtuzenia az do zerwania.
Rys. 1
Rozwigzania zadan z numeru 11/2017
/ R Przypominamy treé¢ zadan:
— 646. Dwie kulki o jednakowych masach i promieniach R lezg jedna na drugiej na poziomej

powierzchni, stykajac si¢ ze $ciang (rys. 2). Po zakléceniu réwnowagi kulka gérna $lizga si¢ wzdiuz
$ciany, kulka dolna $lizga sie po poziomej powierzchni, a ich predkosci poczgtkowe sg zerowe. Nie ma
tarcia. Znalezé predko$¢ kulki dolnej po utracie kontaktu miedzy kulkami.

647. Nienaladowany, metalowy walec obraca si¢ z predkoscig katows w wokoél swojej osi. Walec
umieszczony jest w jednorodnym polu magnetycznym, ktérego wektor indukcji B jest réwnolegly
do osi walca. Znalez¢ gestosé tadunku wewnatrz walca.

646. Dopdki kulki sie stykaja, sSrodek masy uktadu S porusza sie po okregu o srodku
w punkcie O i promieniu R (rys. 3). Sita dosrodkowa spelnia réwnanie

2muv® /R = 2mgsina — Fy sin o — Fs cos a,
gdzie v jest predkoscia $rodka masy, F1 i F2 sitami reakcji ze strony podloza i $ciany,
A « jest katem, jaki tworzy wektor poltozenia érodka masy zaczepiony w punkcie O

y z poziomem. Oznaczajac przez N warto$é sity oddzialywania miedzy kulkami, mozemy
zapisaé zwiazki s = N cos o, F1 = mg + N sin a. Gdy kulki przestaja sie stykaé,
w polozeniu opisanym katem oo mamy F» = 0, Fi = mg,
/ (1) v = (gRsin ao)/2
¢ N Oznaczmy predkosci kulek dolnej i gérnej w chwili utraty kontaktu odpowiednio przez

vi = (v1, 0) i va = (0, v2). Z definicji $rodka masy mamy

R S = :
0 v = (vg, vy) = (V1 +v2)/2, zatem v, = vsinag = v1/2, vy = vVcosag = v2/2.
2mg Fy Poniewaz nie ma tarcia, spetniona jest zasada zachowania energii mechanicznej

7 - 2mgR = 2mgRsin ap + m(vi +v3)/2 = 2mgRsin ap + 2mv°.
Uwzgledniajac (1), otrzymujemy: sin oo = 2/3, v? = gR/3. Szukana predkoéé dolnej kulki
Rys. 3
. 8]

w chwili utraty kontaktu z gérna dana jest wzorem v1 = 3 a
647. 1. Rozpatrzmy przypadek, gdy wektory indukcji pola magnetycznego B oraz
predkosci katowej walca w majg zwroty przeciwne (rys. 4). Na swobodny elektron
wewnatrz walca, poruszajacy si¢ po okregu o promieniu r, dziala sita magnetyczna
F,, = ewBr zwr6cona na zewnatrz okregu (e oznacza warto$é bezwzgledna tadunku
elektronu). Wypadkowa sita dzialajaca na elektron jest sita dosrodkowa, zatem sila
elektryczna F. = eF jest wicksza od sity magnetycznej i ma zwrot do srodka okregu
(E jest natezeniem pola elektrycznego wewnatrz walca). Réwnanie ruchu elektronu ma
posta¢ mw?r = eF — ewBr, stad natezenie pola elektrycznego E = wr(mw + eB)/e = ar
ma zwrot na zewnatrz walca, a jego wartos¢ rosnie liniowo z odlegtoscia od srodka
walca. Rozwazmy cienka warstwe cylindryczna o grubosci Ar wewnatrz walca (rys. 5).
Oznaczajac przez p(r) gestosé ladunku wewnatrz tej warstwy, mozemy zapisa¢ prawo
Gaussa, 27rh(E(r + Ar) - (r+Ar) — E(r) - T) = TFp(T)h((T +Ar)? — 7“2)/50, gdzie h jest
wysokoscig walca. Stad p(r) = 2e0E(r)/r = 2eow(mw + eB)/e > 0. Gesto$é tadunku
wewnatrz walca jest stala i dodatnia, tadunek ujemny roztozony jest na powierzchni
walca.

2. Gdy wektory B i w maja zwroty przeciwne, sila magnetyczna dzialajaca na
swobodny elektron ma zwrot do srodka okregu, réwnanie ruchu elektronu ma
postaé mw?r = ewBr + eE. Znak + opisuje przypadek, gdy w > eB/m, znak — ,
gdy nieréwno$¢ ma znak przeciwny. Szukana gesto$¢ tadunku dana jest wzorem
p = 2gow(mw — eB)/e i moze by¢ dodatnia albo ujemna. Gdy w = eB/m, gestosé
tadunku wynosi 0.
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