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Rys. 2. Hydra po odcigciu pierwszej
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Rys. 3. Hydra po odcigciu drugiej gtowy
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Jak radzi¢ sobie z Hydrg?
Krzysztof PIECUCH*

Drodzy Poszukiwacze Przygod, witam Was na kolejnym szkoleniu. Dzisiaj
nauczymy sie jak rozpoznawac, znajdowac i radzi¢ sobie w boju z Hydra. Hydry
to paskudne stworzenia, zamieszkujace $wiat graféw. Niech Was nie zmyli
rysunek 1. Zobaczcie, jak przerazajaco on wyglada. Hydry to bestie, ktére
tylko upodobniaja sie do drzew, aby Was zmyli¢! Tam, gdzie niektérzy z Was
dostrzegaja korzen, znajduje si¢ tutow bestii. Tam, gdzie wydaja si¢ by¢ lidcie, sa
glowy naszego stwora. Krawedzie to szyje, a wierzchotki wewnetrzne to zgiecia.

Walka z ta poczwarg jest dluga i wykanczajaca. Jesli kiedykolwiek spotkacie
tego stwora, bierzcie nogi za pas. Jednakze, gdyby Wam przyszto zmierzy¢ si¢
z Hydra, dam Wam garé¢ wskazdéwek. Po pierwsze, Scinajcie glowy pojedynczo
— nie chcecie uszkodzié¢ swojego miecza. Po drugie, gtowe Hydry Scinajcie wraz
z szyja, przy samym zgicciu. Tak jak na rysunku 1. Jesli zdecydowalismy si¢
ucia¢ glowe, ktéra znajduje si¢ przy samym tutowiu, to mamy spokdj. Jednak,
jezeli ucieliémy ktorakolwiek inna, musimy przygotowac si¢ na niespodzianke.
Popatrzcie na szyje przy zgieciu, ktéra idzie w strone tulowia (na rysunku 1
zaznaczona kolorem). Zostanie ona skopiowana wraz z cala zawartoscia i razy,
gdzie 1 to liczba gtow, ktore Sciglidcie do tej pory. Jesli ze zgiecia, przy ktérym
cielidmy, nie wyrasta juz zadna szyja — to zgiecie zamienia sie w nowa glowe.
Jezeli, na przyklad, glowa z rysunku 1 byla pierwsza, ktéra ScieliSmy, to po
jej scieciu Hydra bedzie wygladata tak jak na rysunku 2. Po ucieciu glowy

z rysunku 2 Hydra bedzie wygladala tak jak na rysunku 3. By pokona¢ Hydre,
musimy Scia¢ wszystkie glowy, tak by pozostal sam tuléw.

Walka z Hydra wydaje sie beznadziejna. Sprébujcie sami na kartce. Liczba
gléw wydaje sie rosnaé. I to rosnaé¢ bardzo szybko. Czy jest jakas strategia,
postepujac wedtug ktérej, uda nam si¢ w konicu pokonaé¢ stwora? Okazuje sie,
ze prawdziwa jest stara maksyma, ktéra moéwi, ze trzeba odpowiednio dtugo
machaé¢ mieczem i nigdy sie nie poddawac.

Zaskakujace Twierdzenie 1. KaZda strategia Scinania gltow prowadzi do
pokonania Hydry.

Liczba gléow Hydry potrafi urosnaé¢ bardzo szybko. A, jak to méwit klasyk: by
moéwié o wyzszych liczbach, potrzebujemy wyzszej matematyki. Z pewnoscia,
Drodzy Poszukiwacze Przygod, potraficie liczy¢. Niektorzy z Was potrafia
liczy¢ do dziesigciu, niektorzy do stu albo do miliona. Pewnie sa tez wérod
Was tacy, ktorzy potrafia liczy¢é do nieskonczonosci. Dzisiaj nauczymy sie liczy¢
poza nieskonczono$é¢. Bedzie nam potrzebny specjalny symbol w, czyli ostatnia
litera alfabetu greckiego. Oznaczaé ona bedzie najmniejsza ,liczbe” wigksza,
od dowolnej liczby naturalnej. Zatem dla kazdej liczby naturalnej n bedzie
zachodzilo n < w. Ponadto symbol ten bedziemy traktowali jak zwykla liczbe
naturalng — bedziemy mogli ja dodawaé, mnozy¢ i potegowaé. Niedozwolone
bedzie natomiast odejmowanie i dzielenie. Jak Wam wiadomo — operacje te
wyprowadzaja nas poza liczby naturalne.

Kiedy wprowadziliSmy juz sobie jedno oznaczenie, bedziemy mogli liczy¢ dosy¢
daleko. Nastepna liczba wicksza po w jest w + 1, pézniej w + 2, w + 3 i tak
dalej. Najmniejsza liczba wigksza od kazdej liczby postaci w + n (gdzie n to
liczba naturalna) jest w 4+ w, czyli 2 - w. Nastepnymi liczbami beda 2 - w + 1,

2 -w+ 21 tak dalej. Gdy skoncza nam sie liczby postaci n - w + m, zawsze
mozemy uzyé liczby w - w, czyli w?. Gdy braknie liczb postaci w”, mozemy
uzy¢ w* i tak dalej. Jak wida¢, za pomoca tylko jednego dodatkowego symbolu
nauczyliémy sie liczy¢ dalej, niz kiedykolwiek wczedniej myélelismy, ze liczy¢
mozna. Matematycy nazywaja te liczby porzadkowymi. Ponadto matematykom
nie wystarcza jeden symbol i maja liczby dalece wigksze niz te, ktére da sie
wyrazi¢ za pomoca symbolu w. Jednak na dzisiejszym szkoleniu zadowolimy sie
tym jednym symbolem.
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Rys. 4. Sposéb wyznaczania liczby bestii
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Rys. 5. Liczba bestii maleje po $cieciu
dowolnej gtowy
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Rozwigzanie zadania M 1559.

Kazde pole bedziemy utozsamiac¢ ze
wspdélrzednymi jego lewego dolnego rogu.
Udowodnimy, ze jezeli wyréznimy tylko
takie pola (i,7), ze 2¢ < j lub 25 < 4, to
warunki zadania beda spelnione.

A

Rzeczywiscie, dla kazdego r € R prosta
y = x + r przecina skonczenie wiele
wyrdznionych pél, mianowicie takie pola
(z,z +d), ze x € [0,d] NZ, przy czym
de {LIrl], TIr1}-

Z kolei kazdy kwadrat o lewym dolnym
rogu (0,0), a prawym gérnym (2k, 2k)
zawiera dokladnie

k(b +1)—1

wyréznionych pél, czyli wiecej od %(2]&’)%

Stad kazdy kwadrat o lewym dolnym

rogu (0,0), a prawym gérnym

(2k — 1,2k — 1) zawiera o 2k

wyréznionych pél mniej, czyli
2k(k+1) — 1 — 2k = 2k* — 1,

co jest wigksze od 5 (2k — 1)2.

Teraz nauczymy sie wyznaczaé liczbe (numer) bestii. Aby to zrobié, zaczynamy
od gléw. Kazdej glowie nadajemy liczbe 1. Kazdemu zgieciu (jak i tutowiu)
nadamy liczbe w’, gdzie K to suma liczb gléw i zgie¢ wychodzacych z tego
zgiecia. Liczba bestii to numer, ktory nadaliémy tutowiu. Na rysunku 4 mamy
przyktad, w jaki sposéb nalezy liczy¢ liczbe bestii.

Pokaze Wam teraz, ze liczba bestii zawsze maleje po obcieciu jednej z gléw.
Oczywiscie, jesli odetniemy glowe zaraz przy tulowiu — nic nie odrasta i liczba
bestii si¢ zmniejsza. Odetnijmy zatem jakas glowe, ktora nie znajduje sie
przy tulowiu. Odcinamy glowe, ktéra, oczywiscie, ma numer 1. Ze zgiecia,
przy ktérym odcinaliSmy, moga wychodzié¢ inne glowy i zgiecia. Powiedzmy,
7ze sumarycznie maja one wartosé B (rys. 5). Zatem zgiecie ma numer wP+1.
Zgiecie to wychodzi z innego zgiecia (lub tulowia). Z tego zgiecia moga
wychodzi¢ inne zgiecia. Oznaczmy sume ich numeréw jako C. Zatem zgiecie
B+1 . . . . . .
to ma numer w*  T¢. Réwnie latwo mozemy obliczy¢ liczbe tego zgiecia po
odcieciu glowy. Jesli byla to i-ta glowa, ktora odcieliSmy, to otrzymamy numer
wiw”+C, Wykonujac proste rachunki, mozemy przekonaé sig, ze jest to liczba
mniejsza. .
i <w
i-wP < wB!
iwP+C <Pt 10
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Do pelni szczescia potrzebujemy jeszcze indukeji matematycznej po liczbie zgieé
od tulowia do tego zgiecia, aby udowodnié, ze rowniez sama liczba bestii ulega
zmniejszeniu. Pewnie zastanawiacie si¢: czy potrzebowaliSmy wprowadzac¢ taka
dziwna liczbe, aby udowodni¢ to Twierdzenie? Otz tak!

Zaskakujace Twierdzenie 2. Zaskakujgcego Twierdzenia 1 nie da sie
udowodni¢ w arytmetyce Peano.

Dla przypomnienia — arytmetyka Peano to zaksjomatyzowana wersja arytmetyki
znanej ze szkoty. Kazda Hydre mozemy zakodowaé w postaci liczby. Dzigki temu
mozemy méwié o bitwach w jezyku arytmetyki pierwszego rzedu. Doswiadczony
w bojach Poszukiwacz Przygdd moze zauwazyé, ze nie kazda strategie jestesmy
w stanie zapisa¢ w arytmetyce Peano. To dlatego, ze strategie sg obiektami
nieskonczonymi. Nie przeszkadza nam to, gdyz mozemy ograniczy¢ Zaskakujace
Twierdzenie 1 do strategii rekursywnych, czyli takich, ktére mozna cale zapisaé
za pomoca arytmetyki Peano.

Jesli styszeliscie kiedykolwiek o Twierdzeniu Godla, Hipotezie continuum albo
o geometrii absolutnej, powinniscie wiedzie¢, ze w matematyce zdarzaja sie
twierdzenia danej teorii, ktérych nie da si¢ ani udowodnié¢, ani im zaprzeczy¢.
Mato tego, ze znalezliSmy twierdzenie, ktorego nie da si¢ ani udowodnié¢, ani
obali¢ w arytmetyce Peano; pokazaliSmy takze, ze jest to twierdzenie prawdziwe
(w pewnej szerszej teorii)! To jednak nie wszystko!

Zaskakujace Twierdzenie 3. Kazda technika dowodowa, wystarczajgco
silna, aby udowodnié Zaskakujgce Twierdzenie 1, jest wystarczajgco silna, aby
udowodni¢ niesprzecznosé arytmetyki Peano.

Zgodnie z Twierdzeniem Godla — wewnatrz arytmetyki Peano nie mozemy
udowodnié niesprzecznosci tej teorii (no chyba, ze jest ona wewnetrznie
sprzeczna). Aby to zrobié, potrzebujemy pewnej szerszej teorii. Na przyklad
dodanie ,liczby” wiekszej od kazdej liczby naturalnej do arytmetyki

Peano poszerzy ja w pewien sposob. Skorzystal z tego Gentzen, dowodzac
niesprzecznosci arytmetyki Peano w 1936 roku. Zaskakujace Twierdzenie 3
jest ogdlniejsze. Mowi, ze jakkolwiek rozszerzymy arytmetyke Peano tak, aby
mozliwe bylo udowodnienie Zaskakujacego Twierdzenia 1, bedziemy w stanie
rowniez udowodnié niesprzecznosé arytmetyki Peano.

Okazuje sie, ze czasem teoretyczne dywagacje na temat potyczek z bestiami
moga by¢ rownie pasjonujace, jak sama walka. To wszystko, co mialem Wam do
przekazania dzisiaj. Odmaszerowad!
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