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Pierwiastkowanie pod kreskg

Kazdy z nas obcowal z dziataniami pisemnymi na liczbach naturalnych
— dodawaniem, odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem. Z pisemnym

potegowaniem mozna sie rozprawi¢, wielokrotnie stosujac pisemne mnozenie.
Dzielac dwie liczby catkowite, mozemy otrzymac pelne rozwinigcie dziesietne
(okresowe lub skoriczone) albo uzyskaé¢ dowolna dokladnos$é wyniku. Tak,
dzialania pisemne sg sprytne. A co z pierwiastkowaniem? Czy istnieje metoda
na pisemne wyznaczanie kolejnych cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby /177

Odpowiedz brzmi: tak.

Opis algorytmu

Algorytm zaprezentujemy na konkretnych przykladach.

Przyklad 1: /1 048 576
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Idee algorytmu pierwiastkowania mozna opisaé
nastepujaco (odwolywaé sie bedziemy do przyktadu 1):

1.

Dzielimy liczbe na dwucyfrowe segmenty, poczawszy
od prawej strony — na przykltadzie zaznaczone
pionowymi liniami.

. Dla pierwszego z lewej segmentu (moze byé

jednocyfrowy) szukamy najwigkszej liczby naturalnej
(oznaczmy ja ay), ktérej kwadrat nie przekracza
wartosci liczbowej tego segmentu (a; to pierwsza
cyfra wyniku). Od wartosci liczbowej segmentu
odejmujemy a?.

W powyzszych przykladach kolejne cyfry wyniku
pierwiastkowania zostaly wpisane w kwadraty.

. Do wyniku odejmowania dopisujemy z prawej

strony cyfry kolejnego segmentu — analogicznie jak

w dzieleniu pisemnym — te liczbe oznaczmy przez R;.
W przyktladzie 1. wynikiem odejmowania 1 — 1 jest 0,
nie wpisujemy go, stad w trzeciej linii dzialania
pisemnego pojawia si¢ samo 4.

. Szukamy takiej najwieckszej liczby naturalnej as, ze

as - (20a; +a2) < Ry (unas as - (20- 1+ as) < 4,
stad az = 0). Liczba as jest kolejna cyfra wyniku
pierwiastkowania.

. Od Ry odejmujemy liczbe as - (20 - a1 + ag)

(w przykladzie jest 4 — 0). Wynik odejmowania wraz
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Przyktad 2: V17
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z dopisanymi dwoma cyframi kolejnego bloku to R,
(w przykladzie Ry = 485).

. Przyjmijmy, ze R; = Ri—1 — a;(20 - a1as ... a;—1 + a;)

z dopisanymi po prawej stronie dwiema cyframi
odpowiedniego segmentu. Przez a; oznaczamy i-ta
cyfre (patrzac od lewej) wyniku pierwiastkowania.
W kolejnych krokach szukamy takiej najwigkszej
liczby aj, ze aj - (20 - aras ... aj—1 +aj) < Rj_1.

. Powtarzamy krok 6 do czasu, gdy jakies R;

wyniesie 0 i wszystkie ,niewykorzystane” bloki sa
zerowe, wynik jest wtedy dokladny (do biezacego
wyniku ajas . .. a; nalezy dopisaé jeszcze tyle zer, ile
blokéw zostalo),

albo
konczymy algorytm w dowolnym innym momencie
(wynik jest wtedy przyblizony). Jesli na tym etapie
pozostaly niewykorzystane bloki, za kazdy taki blok
nalezy dopisaé¢ cyfre 0 do wyniku,

albo
procedure mozemy kontynuowaé ad infinitum:
jesli wyczerpaliémy wszystkie segmenty, a wynik
odejmowania nie zeruje sie, mozemy dopisac
nowy blok zlozony z dwoch zer, a kolejne cyfry
wyniku pierwiastkowania dopisywac po przecinku
(analogicznie do dzielenia pisemnego).



‘Warto zaznaczy¢, ze zaprezentowana
metoda jest w istocie dopelnianiem do
kwadratu najblizszego danej liczbie.

‘W ten sposéb radzono sobie

z pierwiastkowaniem przed erg maszyn
liczacych. Oczywiscie, pierwiastki z wielu
najwazniejszych liczb byly stablicowane
tak, aby mozna byto szybko odwotaé sie
do ich wartosci bez koniecznosci
kazdorazowego wykonywania zmudnych
obliczen.

A tu dla niedowiarkéw dowdd, ze wartosé
V17 faktycznie jest liczba niewymierna.
Gdyby v/17 byt liczba wymierna, czyli
réwnalby sie p/q, mieliby$my 17¢% = p?,
a wtedy w rozktadzie obu stron na liczby
pierwsze po lewej stronie wystepowataby
nieparzysta liczba siedemnastek, a po
prawej parzysta. Sprzecznoscé.

Jezeli stopien n jest liczbg ztozong, na
przyklad n = p - ¢ dla pewnych liczb
pierwszych p i g, to najpierw wykonujemy
algorytm dla stopnia p, a nastepnie dla
stopnia q.
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Dlaczego to dziata?

Sprébujemy krotko uzasadnié, dlaczego taki algorytm dziala. Spéjrzmy na
problem nastepujaco: dana jest pewna liczba n. Szukamy takiej liczby by, ze
(10by + b2)? < n oraz 10by + by jest najwieksza mozliwa liczba. Mozna, oczywiscie,
zgadywad, czego nie polecamy, zamiast tego dokonajmy prostego przeksztalcenia:

(1001 + b2)? = 10063 + 20b1bg + ba® = by - 100 + bo(2 - by - 10 + by).

Gdy wrécimy do algorytmu, przekonamy sig¢, ze w oparciu o wlasnie takie

jak wyzej przeksztaltcenie i jednoczesne zachowanie warunku maksymalizacji
wyrazenia spelniajacego (10b; + be)? < n szukali$my liczb, ktére wpisywali$my
w kwadraty.

Pierwiastki innych stopni

Pokazalidmy, jak poradzi¢ sobie z obliczaniem pierwiastka kwadratowego

z dowolnej liczby calkowitej (nawet jezeli ta warto$¢ jest liczba niewymierna).
Ale przeciez stopien pierwiastka moze by¢ inny! Mozemy, na przyklad, chcieé
obliczy¢ /5, 3/105. I c6z wtedy?

Autor niniejszego artykulu nie poddal sie! Pierwszym spostrzezeniem byla
redukcja problemu do pierwiastkow, ktérych stopien jest liczba pierwsza. Kolejne
spostrzezenie to analogiczne przeksztalcenie wzoru na odpowiednia potege sumy
dwéch liczb. Mozemy mianowicie zastosowac:

(10by + by)® = (10b1)3 + by (30002 + by (30b1 + b)),
(10by + ba)® = (10b1)° + b2 (50 00067 + bo (10 000b3 + ba (100067 + ba(50b; + b2)))),

i tak dalej... Powyzsze wzory pozwolily skonstruowaé¢ odpowiednie algorytmy.
Niestety, nie sa to juz tak proste i szybkie procedury (zwlaszcza, gdy

wymdg recznego wykonywania obliczent nadal pozostaje w mocy). Ztozonosé
obliczeniowa wzrasta, natomiast czesé, w ktérej ,zgadywana” jest liczba (kolejne
cyfry), staje sie tym trudniejsza, im wyzszy jest stopien pierwiastka.

PrzejdZzmy od teorii do praktyki. Algorytm obliczania pierwiastkow stopnia
trzeciego prezentujemy na ponizszym przyktadzie. Zaczynamy od podzielenia
pierwiastkowanej liczby na trzycyfrowe segmenty.

Przyktad 3: {/2 352,637
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Zachecamy do przesledzenia powyzszego przykladu — Czytelnik powinien
zauwazy¢ podobienstwo do poprzedniego algorytmu oraz idee stojaca za
obliczeniami.
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Autor skonstruowal réwniez odpowiedni schemat w celu wyznaczenia liczby

V/2, ale nawet sam po wyznaczeniu drugiej cyfry po przecinku mial juz dosyé
obliczeni (v/2 & 1,14). Nie ma jednak powodu do rozpaczy — otrzymany wynik
jest lepszy od wynikéw, ktére mozna uzyskaé prostym kalkulatorem. Te ostatnie
bowiem potrafig zwykle obliczaé¢ jedynie pierwiastki kwadratowe. . .
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