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Rys. 2. Srodki Stanéw Zjednoczonych
i Rosji wyznaczone popularng metoda.
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Wedlug niezliczonych zZrédel internetowych (w tym polskiej Wikipedii)
geometryczny srodek Polski znajduje sie w miejscowosci Piatek. Zastosowana
do uzyskania tego wyniku metoda opiera sie na wyznaczeniu figury sferycznej
zlozonej z fragmentéw potudnikéw i réwnoleznikéw przechodzacych przez
najbardziej wysunigte w czterech kierunkach swiata punkty naszego kraju,

a nastepnie wyznaczeniu przeciecia ortodrom (sa to ,linie proste” na sferze, czyli
fragmenty okregéw wielkich) laczacych przekatniowo te cztery punkty.

Warto zauwazy¢, ze cho¢ w przypadku Polski wynik (rys. 1) nie budzi
wyraznych watpliwosci (choé konia z rzedem temu, komu w wyniku
precyzyjnego zastosowania tej metody uda si¢ otrzymacé miejscowosé Piatek),
to wykorzystanie tej samej metody do duzo bardziej niesymetrycznego obszaru
Stanéw Zjednoczonych wraz z Alaska da w wyniku srodek USA polozony. ..

w Kanadzie! Wplyw odleglej Alaski okazuje sie tutaj decydujacy, pomimo ze jej
powierzchnia stanowi jedynie 18% powierzchni calego kraju. Ten sam problem,
tylko z wigkszym natezeniem, napotykamy w przypadku Rosji — dla tego kraju
wyznaczony $rodek lezy niemal na pélnocnym biegunie geograficznym (rys. 2).

Czy mozna lepiej?

Podstawowy problem z powyzsza metoda polega na zaleznosci wyniku od
wyboru uktadu wspoétrzednych. Przyktadowo, gdybysmy wykreslili mape

nie wzgledem bieguna geograficznego, lecz np. magnetycznego, potozenia
poludnikéw i réwnoleznikéw zmienityby sie. Inne bylyby zatem punkty skrajne
we wszystkich kierunkach i w zupelnie innym punkcie otrzymaliby$Smy przeciecie
ortodrom, pomimo ze zastosowaliSmy jedynie inny uktad wspéirzednych.
Intuicyjnie zdajemy sobie natomiast sprawe, ze w przypadku kazdego
rzeczywistego przedmiotu wzgledne polozenie jego ,$rodka” (jakkolwiek
zdefiniowanego) nie powinno zaleze¢ od jego obrotu lub przesuniecia.
Oczekiwaliby$émy wiec tej samej prawidlowosci rowniez dla metody wyznaczania
srodka rozlegtego obszaru na kuli ziemskiej.

Analogia do rzeczywistych, tréjwymiarowych obiektow kieruje nasza uwage

na pojecie ,$rodka masy” ($rodka ciezkosci), ktére jest dobrze zdefiniowane
dla obiektéw o dowolnym ksztalcie i strukturze. W przypadku obiektéw

o stalej gesto$ci mozemy méwic o pojeciu centroidu, zdefiniowanego jako
$rednia z potozenia wszystkich punktéw wchodzacych w sktad bryty lub figury
geometrycznej. Warto zauwazy¢, ze wyznaczony w ten sposéb ,Srodek” jest
niezalezny od wyboru uktadu wspolrzednych.

Musimy, oczywiscie, przyja¢ pewne zalozenia: jako obszar Polski rozumiemy
wielokat sferyczny lub elipsoidalny o ustalonych wierzchotkach. Potozenia
tych wierzchotkéw mozemy pobra¢ ze strony internetowej Centralnego
Osrodka Dokumentacji Geodezyjnej i Kartograficznej (www.codgik.gov.pl).
Bedziemy przy tym opiera¢ nasze obliczenia o tzw. obszar administracyjny
Polski, zawierajacy, poza obszarem ladowym, réwniez polska cze$é¢ Zalewu
Szczecinskiego, ale niezawierajacy polskiej czeséci Zalewu Gdanskiego

i Wislanego.

Metoda

W przypadku figury plaskiej F o K wierzchotkach 7; = (x;, ;) 1 polu powierzchni
rownym P polozenie $rodka masy R, mozemy obliczy¢ przy uzyciu wzoru

1K
(1) R.= P Z_;(Fz + i) (@iYir1 — Tig1Yi)-
Powyzsza réwnoéé zachodzi wylacznie dla figur ptaskich, wiec aby byta dla
nas uzyteczna, musimy najpierw skorzystaé z rzutowania (odwzorowania
kartograficznego). Oznaczmy jako Fp obszar administracyjny Polski wyrazony
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Pelny kod zZrédlowy programu znajduje
sie pod adresem
github.com/develancer/srodek

we wspolrzednych wybranego odwzorowania. Wykorzystujac wprost powyzszy
wzér do calej figury Fp, wprowadzilibySmy znaczacy blad zwiazany z wyborem
konkretnego odwzorowania oraz utraciliby$my mozliwo$¢ wykonywania
dokladnych obliczen w trzech wymiarach. Aby zminimalizowaé¢ wplyw tego
kroku, mozemy podzieli¢ figure Fp na M rozlacznych ,komérek” F;, takich

ze |JF; = Fp, i skorzystaé z nastepujacej tozsamosci dla $rodka masy:

1 M
2 R.=—Y R;AP;,
(2) P;

gdzie AP; jest polem powierzchni komérki F;, a R; jest trojwymiarowym
wektorem polozenia jej srodka masy.

Srodki masy R; poszczegdlnych komérek mozemy teraz obliczy¢, korzystajac
ze wzoru (1) we wspélrzednych odwzorowania, a nastepnie przeliczy¢

z powrotem do tréjwymiarowych wspoélrzednych kartezjanskich. Z uwagi

na dowolno$¢ wyboru odwzorowania skorzystanie z odwzorowania
wiernopowierzchniowego (np. odwzorowania Albersa) pozwoli nam na dokladne
wyznaczenie pol powierzchni komoérek niezaleznie od ich rozmiaru i ksztattu.
Dodatkowo, jesli rozmiary komérek beda odpowiednio male (czyli przy
odpowiednio duzym M), wplyw zastosowanego odwzorowania na wyznaczone
srodki masy R; bedzie zaniedbywalny, co w prosty sposéb zweryfikujemy,
badajac, czy wyniki zmieniaja si¢ wraz ze zmiang np. punktu centralnego
odwzorowania.

Poniewaz badany obszar Fp jest doéé skomplikowany (jego brzeg sklada sie
z ponad 73000 wierzchotkéw), nie mozemy na nim w prosty sposéb okresli¢
siatki numerycznej. Wprowadzimy zatem obszar Gp, bedacy prostokatem
we wspolrzednych rzutowania z, y, takim, ze Fp C Gp, a wiec zawierajacym
w calosci projekcje badanej figury Fp. Tak zdefiniowany prostokatny obszar
mozemy w dowolny sposéb podzieli¢ na M = N2 mniejszych, prostokatnych
komorek G;.

Dla kazdej prostokatnej komérki G; ograniczajacego obszaru G mozemy
wyznaczy¢ obszar komérki F; (ktéra niekoniecznie musi byé prostokatem)

na plaszczyznie jako F; = G; N F. Dla kazdej komoérki F; musimy nastepnie
odpowiedzieé na dwa pytania: (a) jakie jest polozenie $rodka masy R; danej
komérki, oraz (b) jakie jest pole powierzchni AP; danej komorki. Nastepnie na
podstawie wzoru (2) obliczamy polozenie rodka masy obszaru Fp.

Warto zauwazyé, ze jesli zaktadamy, ze pomiedzy zdefiniowanymi punktami
granica Polski biegnie po linii prostej, to chcieliby$Smy, aby linie proste na
elipsoidzie (geodezyjne) byly réwniez liniami prostymi w naszym wybranym
odwzorowaniu. Dla zastosowanego tu odwzorowania wiernopowierzchniowego
nie jest to, $cisle méwiac, spelnione, lecz z uwagi na to, ze dane CODGiK
zdefiniowane sa na bardzo drobnej siatce (Srednia odleglo$é pomiedzy sasiednimi
punktami granicznymi wynosi 49 m), nie ma to istotnego wpltywu na wynik.

‘Wyniki

Do wykonania obliczerr postuzyl program komputerowy napisany w C++
z uzyciem biblioteki GeographicLib (do przeliczania wspolrzednych) oraz
biblioteki boost::geometry do obliczen geometrycznych na plaszczyznie. Dla
zminimalizowania wpltywu btedéw numerycznych przyjeto przeksztatcona postaé
wzoru (2):

P A
gdzie za ﬁo wybrano arbitralny punkt lezacy wewnatrz obszaru Fp. Mozna
tatwo sprawdzi¢, ze wybdr tego punktu, jak réwniez wybor punktu centralnego
dla odwzorowania Albersa, nie ma istotnego wplywu na wynik.

W celu oszacowania niepewnoéci otrzymanego wyniku wykonamy szereg obliczen
dla wzrastajacej wartosci N az do 1000 (co odpowiada M = 10° komérek siatki).
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Rys. 3. Wykresy otrzymanych wartosci szerokosci geograficznej (po lewej) i dlugosci geograficznej
(po prawej) polozenia $rodka Polski w zaleznosci od liczby M komérek w siatce numerycznej.

Wyniki przedstawiaja wykresy na rysunku 3. Z dokladnoscia rzedu 1 metra
§rodek (masy) obszaru administracyjnego Polski znajduje sie we wsp6lrzednych

¢ = 52,1143385° = 52°6'51,6" N,
\ = 10,4236714° = 19°25'25.2" E.

Powyzszy punkt znajduje si¢ w pasie nieuzytkoéw nad rzeka Bzura, na granicy
gminy Piatek (powiat leczycki) i gminy Krzyzanéw (powiat kutnowski).
Wspomniana uprzednio miejscowosé Piatek znajduje sie okoto 6 kilometréw na
pohudniowy wschéd od wyznaczonego punktu, co i tak jest wyjatkowo dobrym
wynikiem, biorac pod uwage stopien uproszczenia poczatkowej metody.

Niejako efektem ubocznym obliczen jest uzyskanie catkowitego pola powierzchni
badanego obszaru, czyli P = Zf\il AP;. 7Z uwagi na to, ze zastosowano
odwzorowanie wiernopowierzchniowe, otrzymana warto$¢ P = 312679,5km? jest
niezalezna od wybranego NV i w pelni zgodna z oficjalnie publikowana wartoscia
(wedle Malego Rocznika Statystycznego Polski 2017).

Co dalej?

Co jakis czas zdarzaja sie drobne korekty granic, wywolane zaréwno
przyczynami naturalnymi (np. zmiana biegu rzek), jak i urzedowymi (np.
planowana korekta granic z Czechami o 3,68 km?). Sprébujmy oszacowaé,
jaki wplyw maja takie niewielkie korekty na polozenie wyznaczonego przez
nas srodka. Zalézmy, ze do obszaru F o polu powierzchni P zostal dotaczony
fragment AF o polu powierzchni AP. Wychodzac ze wzoru (2), wzér na
zmodyfikowane potozenie $rodka R”C obszaru F U AF mozemy zapisaé jako

R = Ry+ ((z%c — Ro) P+ (Rar — Ro) AP)

1
P+ AP
€O poprzez przyjecie ﬁo = I%C (gdzie R, jest $rodkiem masy obszaru F) przyjmuje
postaé

= ~» a - - AP - =
R;:Rch (RA}‘*RC)%RC+?(RA]:*RC).

P+ AP
Zmiana potozenia érodka jest zatem proporcjonalna do odlegtosci pomiedzy
dotychczasowym polozeniem $rodka a obszarem dolaczanym, a takze

5 proporcjonalna do stosunku powierzchni obu obszaréw. Dla planowanej korekty

granic z Czechami |EAF — Rl\ ~ 250km, AP = 3,68km?, wicc po takiej
przyktadowej korekcie potozenie érodka Polski przesunie sie o okoto
AP & - 3,68 km”
- R _ RC ~ o
pIar = Bl ™ e

Krétko méwiac — ndm to nevadi.
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-250km ~ 3m.



