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Stany skupienia materii.

Topologia w fizyce
Maciej LIS*, Jakub TWORZYDLO*

W 2016 roku Nagroda Nobla z Fizyki zostata przyznana za teoretyczne
odkrycia topologicznych przejsé fazowych i topologicznych faz materii. 7 kilku
przyczyn nagroda ta byta do$¢ nietypowa. Komitet Noblowski zdecydowal

o wyrdznieniu nie pojedynczego, przelomowego odkrycia, ale raczej nagrodzit
wprowadzenie do fizyki nowych idei, ktore ukierunkowaty i uksztaltowaty

nasz spos6b myslenia o fazach materii. Ponadto, co tez nietypowe, nagrodzeni
badacze to wylacznie teoretycy, mimo ze ich pomysty znalazly pdzniejsze
potwierdzenie eksperymentalne. Komisja zdecydowala tez o nieréwnym podziale
nagrody: jej polowe otrzymal David J. Thouless, a druga polowa podzielili sie
F. Duncan M. Haldane oraz J. Michael Kosterlitz.

Ciekawostki o laureatach. Wszyscy laureaci sa z pochodzenia Brytyjczykami
i rozpoczynali swa kariere naukowa na Wyspach. Najwazniejsza inspiracja do
badan byto dla nich rozwiazywanie teoretycznych zagadek i tamigtéwek, bez
szczegblnego zwracania uwagi na praktyczne zastosowania. Jak podsumowal
Duncan Haldane w jednym z pierwszych wywiadow, ,,zazwyczaj ciezko jest
powiedzie¢, czy co$ bedzie uzyteczne, czy tez nie, ale mozna tatwo poznacé, ze
co$ jest intrygujace”.

Powodowani ciekawoscia podejmowali coraz trudniejsze wyzwania naukowe,
czesto takie, o ktérych nikt inny nie odwazyl sie nawet pomysle¢. Co ciekawe,
jeden z noblistéw ma tez znaczace dokonania we wspinaczce alpejskiej. Na
forach brytyjskich wspinaczy mozna odnalezé pelne zdziwienia wykrzykniki:
,styszeliscie, ze ten Mike od Szczeliny Kosterlitza, co sie z nim wspinatem

w latach 70., dostal w tym roku Nobla?”.

Niestety, wlasnie w latach 70. kryzys ekonomiczny powaznie dotknat Wielka
Brytanie 1 wszyscy trzej noblisci opuscili swdj kraj pochodzenia, emigrujac do
USA. Tam tez, po kilku latach, znalezli stale posady i tam tez dokonali swoich
najwiekszych odkry¢. Do dzi§ bardzo aktywnym badaczem jest najmlodszy

z calej trojki, Duncan, ktéry z oddaniem poswieca sie¢ wyktadom dla studentdw
(stawil si¢ na swoim wykladzie w Princeton w dniu przyznania nagrody), mozna
takze odnalez¢ w internecie inspirujace prezentacje dotyczace jego najnowszych
odkry¢.

Fazy materii i porzadek. Kluczowym pojeciem, ktérego zrozumienie pozwoli
nam zapoznad sie z odkryciami laureatow, jest pojecie fazy materii. Na co dzien
spotykamy materie w stanie gazowym, cieklym badz stalym; kazdy z nich

jest inny i przejscie z jednej fazy do drugiej jest dla nas tatwo zauwazalne.

W ramach zartobliwego eksperymentu myslowego mozemy wyobrazi¢ sobie
mocno rozgrzang patelni¢, na ktéra wrzucimy kostki lodu. Faktycznie, wszystkie
trzy znane nam stany skupienia wody wystapia jednoczesnie.

Wiasnoscia, ktora wyrdéznia stany materii, czy tez w ogdlniejszym ujeciu

fazy materii, jest wystepowanie (lub nie) odpowiedniego uporzadkowania.
Przyktadowo, czasteczki wody w lodzie sa utozone w regularna sieé¢ krystaliczna,
a w gazie pary wodnej poruszaja sie zupelnie chaotycznie. Centralnym
zagadnieniem teorii materii faz skondensowanych, w ramach ktérej pracowali
noblidci, jest klasyfikacja i opis mogacych sie pojawi¢ faz. Przejécia miedzy
fazami (takie, jak np. zamarzanie wody) nie moga odby¢ sie w inny sposéb niz
na drodze zmiany jednego porzadku na drugi, co wymaga ,rewolucji”, istotnego
przeorganizowania.

Fazy kwantowe. W | zwyczajnych” stanach skupienia atomy, z ktorych sktada
sie substancja, poruszaja sie w sposob chaotyczny. Oczywiscie, na poziomie
atomowym obowiazuja prawa fizyki kwantowej, czesto bardzo odleglte od
naszych klasycznych intuicji. Silnie chaotyczny ruch atoméw powoduje jednak,
ze subtelne prawa fizyki kwantowej ulegaja niejako zamazaniu, wtasnosci
usrednione wzgledem wielu atomoéw danej substancji podlegaja zupelnie
zwyczajnemu opisowi klasycznej mechaniki.
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Rozwigzanie zadania F 944.
Rozpatrzmy najpierw przypadek bez
przylozonego napiecia. Brzeg kropli na
powierzchni dielektryka pozostaje
w spoczynku, gdy sity dziatajace na
jednostke jego dlugosci rownowaza sie.
Niech kat zwilzania w tym przypadku
wynosi #g. Mamy wiec:

Mg €08 0o + Yea = Vdg,
czyli
Ydg — Yed

Vg

Dla znalezienia zmiany kata zwilzania
musimy wiedzieé¢, jak przylozenie napiecia
zmieni energie rozdziatu faz
ciecz-dielektryk. Przewodzaca ciecz
i metalowa elektroda tworza kondensator

cos g =

- es .
o pojemnoéci: C' = —, gdzie S oznacza

pole powierzchni styku kropli
z dielektrykiem. Energia kondensatora
natadowanego do napiecia U wynosi

E = ——, ale trzeba tez uwzglednié, ze

podczas tadowania, zrédlo napiecia
wykonuje prace potrzebnag do pokonania
stalego napiecia U przez przenoszony
tadunek CU. Catkowita zmiana energii
uktadu zrédlo-kondensator wynosi wigc:
—CU?  —eSU?

2 2d
Energia ta zmieni warto$¢ energii
rozdziatu faz ciecz-dielektryk, czyli
warto$¢ napiecia powierzchniowego
natadowana ciecz-dielektryk. Kat
zwilzania 6 bedzie teraz spelniatl
zalezno$é:

AE =

eU?

Yig €08 0 + Yed = Ydg + o0

)
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Prawdziwym wyzwaniem jest badanie kwantowych faz materii, ktérych
wlasnosci sg dalekie od naszych codziennych wyobrazen. W celu wzmocnienia
roli zjawisk kwantowych musimy ograniczy¢ chaotyczny ruch sktadowych,

co osiagamy przez schladzanie substancji do bardzo niskich temperatur,
mozliwie najblizszych temperaturze zera bezwzglednego. Druga mozliwoscia
jest ograniczenie wymiarowoéci badanego ukladu, w tym celu uzyskujemy
bardzo cienkie warstwy powierzchniowe, miedzypowierzchnie, czy wprost
dwuwymiarowe materialy, takie jak np. grafen. Odkrywamy nowe, niezwykle
stany materii, ktorych klasyfikacja umyka naszym intuicjom uksztaltowanym
w Swiecie klasycznym. Szczegbélnym wyzwaniem jest zrozumienie tzw. zjawisk
kolektywnych, w ktorych wiele atoméw ujawnia wspoélne, czesto nieoczekiwane,
zbiorowe wlasnosci.

Nadprzewodnictwo i nadcieklosé. Najbardziej spektakularnymi
kwantowymi fazami materii sa stan nadcieklty i nadprzewodzacy. W pewnych
metalach, ochtodzonych ponizej charakterystycznej temperatury bliskiej zera
bezwzglednego, opornoéé¢ spada do zera. Obserwujemy, ze raz wzbudzony prad
plynie w nadprzewodzacym pierscieniu praktycznie w nieskoniczonosé (czyli
tyle, na ile wystarczy cierpliwo$ci wykonujacym do$wiadczenie). Podobnie

w nadciektym helu brak lepkosci i jakichkolwiek oporéow ruchu powoduje, ze
ciecz umieszczona w naczynku podnosi sie po $ciankach i powoli cata wyplywa.
Tak niezwykle zjawiska sa mozliwe dzigki powstawaniu wspdélnej funkeji
falowej opisujacej jednoczesnie wiele atoméw helu (nadciekloéé) czy elektronéw
w metalu (nadprzewodnictwo).

Przejscie KT. Na podstawie wiedzy zgromadzonej w latach 60. XX wieku
fizycy byli przekonani, ze w dwéch wymiarach (czyli w ukladach, ktére tworza
cienkie warstwy lub tez w warstwach powierzchniowych) nie moze istnieé
zaden wyrézniony porzadek, a wiec nie bedzie mozna znalezé faz ani przejsé
pomiedzy nimi — materia bedzie zachowywala sie caly czas rownie nieciekawie.
Tymczasem Michael Kosterlitz i David Thouless (w skrécie: KT) wykazali, ze
taki porzadek istnieje oraz wskazali mechanizm przejScia pomiedzy dwiema
fazami: uporzadkowana i nieuporzadkowana.

Uklad bedacy w fazie nadcieklej (lub nadprzewodzacej) mozna przedstawié za
pomoca modelu pola strzatek, ktére wskazuja kierunek w plaszczyznie. Méwimy,
ze jest to model efektywny, ujmujacy tylko najistotniejsze cechy ukladu (czyli np.
takie, ktére decyduja o wlasnosciach termicznych). Wspélnie ulozone strzalki,
wskazujace jeden kierunek, odpowiadajg fazie nadcieklej (lub nadprzewodzacej).

Okazuje sie, ze wazna role w takim ukladzie pelnia
wiry istniejace w dwuwymiarowym $wiecie. W niskich
temperaturach wiry wystepuja zawsze w parach

i poruszaja sie wspélnie. Przy pewnej, podwyzszonej
temperaturze korzystniejsze staje si¢ jednak rozdzielenie
wiréw, ktore zaczynaja poruszaé sie niezalezenie. Liczba
wiréw rosnie z temperatura i oczywiste jest, ze faza

z duza liczba niezaleznych wiréw bedzie wygladaé

w sposéb nieuporzadkowany. Teoria wyprowadzona przez
KT opisuje iloéciowo zjawisko pojawiania sie

>
{ =>
pary wirow G0 i pojedyncze wiry

nizsza temperatura <— topologiczne przejscie fazowe — wyzsza temperatura
Topologiczne przejécie fazowe w warstwie zimnej materii. Ponizej

temperatury przejscia fazowego, wiry wystepuja w parach, a powyzej
pojedyncze wiry poruszajg si¢ swobodnie.
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samotnych wiréw, ktore prowadzi do przeorganizowania
calego ukladu. Zadziwiajace jest, ze teoria ta przewiduje
bardzo proste, uniwersalne prawo: K/(kpT.) = 2/,
gdzie K jest tzw. sztywnoscia kondensatu (czyli
zmiana energii zwiazana z malym skreceniem wspolnego
kierunku strzalek), kp to stala Boltzmanna, natomiast
T. jest temperatura, w ktérej nastepuje przejscie

KT. Prawo to zostalo sprawdzone dla wielu uktadow
doswiadczalnych: warstw nadcieklego helu, granularnych
nadprzewodnikow, ale tez warstw cieklych krysztaléw
oraz magnetykow.

Wir jako obiekt topologiczny. Najwazniejszym
obiektem, ktéry pojawia sie w matematycznym
sformutowaniu teorii KT, jest wir dwuwymiarowych
strzatek. Wyobrazmy sobie, ze okrazamy $rodek wiru
wzdtuz pewnej zamknietej krzywej i w trakcie naszej
podrézy notujemy kierunek pola strzalek. Latwo
spostrzec, ze strzalka obroci si¢ o pelny kat. Gdybys$my
jednak zmienili plan naszej podrézy, i nie okrazyli
srodka wiru — wtedy strzatka nie wykona pelnego obrotu.
Wielko$é¢, ktora mierzy ,ile razy” obrécita sie strzatka,



nosi nazwe indeksu nawinie¢. Obiekty matematyczne,
ktore mozna charakteryzowaé¢ wielkosciami podobnymi
do indeksu nawinieé, to jeden z przedmiotéw badan
topologii. Nasz dwuwymiarowy wir jest tu najprostszym
przykladem, wsréd fizykéw nosi on nazwe defektu
topologicznego. Co ciekawe, kolejne uogoélnienie

indeksu nawinieé, tym razem na pole trojwymiarowych
strzalek zaczepionych na sferze, tez zostalo zastosowane
w badaniach noblistéw z 2016 roku.

Oczywiscie, okazuje sie, ze odkrycie Kosterliza

i Thoulessa byto niejako pierwszym, malym krokiem
w dlugiej przygodzie fizykéw materii skondensowanej
z indeksami topologicznymi i dziwnymi, kwantowymi

fazami. David Thouless otrzymat swoja ,druga
¢éwiartke” nagrody za sklasyfikowanie faz kwantowego
efektu Halla. Z kolei Duncan Haldane opisal fazy
magnetyczne tancuchéw atomowych — rozszerzajac
podejscie KT, i tez uzyskujac wyniki idace pod prad
wspdlezesnych mu przewidywan teoretycznych (jednak
pomyslnie zweryfikowane w eksperymentach kilka lat
p6zniej). Wéréd badaczy coraz czeéciej méwi sie dzis

o topologicznych izolatorach i topologicznych metalach
— jako o kontynuacji badan Thoulessa, Haldane’a

i Kosterlitza. Kto wie, moze pod tymi enigmatycznymi
nazwami jeszcze innych faz kryje sie¢ material na kolejna
opowie$é? -l
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Okregi Boromeuszy, czyli matematyk rozplatuje supetki

*Szkota Matematyki 242, Jelenia Géra

Jacek GLADYSZ*

Widoczny obok splot trzech rurek to logo wloskiego rodu Boromeuszy.

Splot ten ma interesujaca wlasnosé: rozciecie i usuniecie dowolnej z tych
rurek sprawia, ze pozostate dwie nie sa ze soba w zaden sposdb polaczone.
W tym miejscu pojawia si¢ naturalne pytanie — czy da sie skonstruowaé splot
o podobnej wlasnosci dla wigcej niz trzech rurek? Okazuje sig, ze jest to
mozliwe — konstrukcja taka (podana przez Martina Gardnera) przedstawiona

Wezly moga wygladaé¢ np. tak,

& @

a sploty np. tak.

D X

z nich uzyskaé drugi.

jest na rysunku dla os$miu rurek. Oczywiscie, w podobny sposéb mozna polaczyé
takze wigksza liczbe okregdéw — dziewieé, dziesigé, jedenadcie. . .
sie, ze podazajac w przeciwnym kierunku, rowniez uzyskamy pozadany
rezultat: metoda podana przez Gardnera mozna polaczy¢ ze soba siedem,
szes¢, ale rowniez pieé, cztery albo trzy okregi. I w tym miejscu docieramy do
kluczowego dla nas pytania — czy splot wykonany w ten sposéb z trzech rurek
jest réwnowazny oryginalnemu splotowi Boromeuszy? Innymi stowy — czy jest
mozliwe przeksztalcenie jednego z tych splotéw w skoniczonej liczbie ciagltych
ruchéw w drugi splot?

Domyslamy

Sprecyzujmy ten problem (a zatem przeniesmy do matematyki). Nie bedziemy
mowili o rurkach, tylko o weztach: wezel to krzywa zamkniegta, przyktadem
jest okrag (dwa inne przyklady widoczne sa obok). Kilka wezléw tworzy splot.
Zarowno wezly, jak i sploty rozpatrujemy w przestrzeni tréjwymiarowej. Dwa
wezly (czy sploty) sa réwnowazne, jesli przez przemieszcezanie i deformowanie
(wyginanie, rozciaganie, ale bez rozrywania czy sklejania) mozna z jednego

Uwazny Czytelnik spostrzeze, ze to, co widzi obok, to nie sg ani wezly, ani
sploty — rysunek jest plaski. Taki rysunek to diagram wezla (czy splotu).

Wyraznie zaznaczone sa na nim mosty (gdy tuk rysowanej przestrzennej krzywej

biegnie nad innym tukiem) i tunele (gdy biegnie pod) —

tatwo zauwazy¢, ze

liczba mostéw i tuneli jest na diagramie taka sama.
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Nasz problem to zbadanie, czy widoczne obok diagramy splotéw
przedstawiaja sploty rownowazne, czy jeden z nich mozna w sposéb
ciagly przeksztaltci¢ na drugi. Pytanie takie zostalo zadane w Delcie
3/2017, a przedtem i potem powtarza je Matematyczny Cyrk Delty
na swoich przedstawieniach.

Odpowiedz jest negatywna — te sploty nie sa réwnowazne. Do
wykazania, ze tak jest, potrzebne nam beda dwa narzedzia: ruchy
podstawowe Reidemeistera i trdjkolorowalnosé wezta (splotu).



