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I to pozwala na wykazanie, ze splot trzech okregéw wedle recepty Gardnera jest
rozny od oryginalnego splotu Boromeuszy — pierwszy z nich jest trojkolorowalny
(jak widaé¢ na marginesie), a drugi nie, co wykazemy. Sprébujemy bowiem
pokolorowaé go zgodnie z zasadami tréjkolorowalnosci.

Zacznijmy od skrzyzowania 1, kolorujac je trzema kolorami. Wéwczas na
skrzyzowaniu 2 powinni$my uzy¢ koloru czarnego, poniewaz spotykaja sie tam
juz pozostate. Ten wybo6r implikowalby pokolorowanie ostatnich dwéch czesci

PRI PR

-~
A}

*

.

]

5 2.-a13

-’

Ve ]
( s .
dy"m=16

1
niepomalowanego okregu réwniez na czarno, bowiem na skrzyzowaniach 3 i 4 juz
dwie linie bedg czarne (wiec i trzecia taka by¢ musi). Ale wtedy skrzyzowania
numer 5 i 6 nie spelnialyby ustalonych regut kolorowania.
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Z kolei przyjecie dla skrzyzowania 1 strategii kolorowania jednym kolorem
prowadzi do wniosku, ze na skrzyzowaniu 2 réwniez powinnismy uzy¢ tego
koloru. Ale wéwcezas dla pozostalych niepomalowanych czesci okregu nalezaloby
wybraé ten sam kolor, a przeciez diagramy jednobarwne wykluczamy.

Stad wniosek, ze splot okregéw Boromeuszy nie jest trojkolorowalny. A zatem
nie moze by¢ w skoriczonej liczbie ruchéw podstawowych przeksztatcony na splot
gardnerowski — quod erat demonstrandum.

Na sam koniec warto, by¢ moze, oddaé sie nastgpujacej  poprzestaé, calosé prac okazataby sie jalowa — formalizm

refleksji. Na ile w zajmowaniu si¢ matematyka istotna na pewnym etapie byt konieczny, by doprowadzié¢
jest intuicja, a na ile formalizm? W przypadku rozumowanie do korica i dojs¢ do rozwiagzania.

rozwiazania omawianego problemu wazne bylo jedno

i drugie. Tytulowych ,supetkéw” nie datoby sie
rozplata¢ bez wyrobienia w sobie przekonania na temat
tego, czy omawiane sploty sa rownowazne czy tez nie —
pierwszym etapem znalezienia odpowiedzi byla zatem
czysta zabawa wyobraznia. Gdyby na tym jednak

*doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Oczywiscie formalizm, z ktérego tu korzystalidémy, byt
minimalny. Latwo sie jednak domy$li¢, ze w przypadku
problemoéow o wiekszym stopniu zlozonosci wykorzystuje
sie bardziej zaawansowany aparat teoretyczny.
Parafrazujac zatem powszechnie znana fraze, mozna

by rzec — wyobraznia jest réwnie wazna jak wiedza.

Gra w sumo
Michal MISKIEWICZ*

Czy Czytelnik zna gre w przeciaganie liny? Dwie druzyny ciagna dwa konce
liny w przeciwne strony, a wygrywa ta, ktorej uda sie przeciagnaé¢ line na swoja
strone. Scislej, gra koriczy sie w momencie wyjscia srodka liny (zazwyczaj
oznaczonego wstazka) z umoéwionego pola gry. Matematycy przypisuja te sama
nazwe podobnej grze rozgrywajacej sie w dwéch (i wiecej) wymiarach, w ktorej
to $rodek liny moze poruszaé sie w wielu kierunkach, a nie tylko lewo-prawo.
Trudno sobie jednak takie przeciaganie wyobrazié¢, dlatego przyjalem termin gra
w Sumo.

Plansza do gry w sumo (dalej oznaczana przez Q) sklada si¢ z pewnej liczby pél
na szachownicy. Kazde pole szachownicy P ma czterech sasiadéw, oznaczanych
tutaj P, P», P53, P;. Pole nazwiemy wewnetrznym, jesli lezy na planszy razem ze
swoimi sasiadami, w przeciwnym przypadku nazwiemy je brzegowym. Zbiér pol
wewnetrznych oznaczymy przez €2, a brzegowych przez 9.

Dwoje zawodnikow, Jas i Malgosia, zaczyna gre na pewnym polu P lezacym na
planszy. Jesli pole P jest brzegowe, gra si¢ konczy. W przeciwnym przypadku
rzut symetryczng moneta decyduje, ktéry z zawodnikéw uzyskuje w tej turze
przewage nad przeciwnikiem, dzigki czemu przepycha go na wybrane przez
siebie sasiednie pole (i z rozpedu sam tez tam laduje). Gra toczy sie w turach do
momentu, gdy gracze wyladuja na polu brzegowym.
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Rys. 1. Przyktadowa plansza i funkcja
rozstrzygniecia. Jak widaé¢, Malgosia
postanowita daé¢ Jasiowi fory.

Na marginesie pozostawiam pytania,
ktére Czytelnika moga stusznie
zaniepokoié: czy racjonalna strategia

w ogodle istnieje? co zrobié, jesli gra toczy
sie¢ w nieskoriczono$¢ bez rozstrzygniecia?
OdpowiedZ na te i inne watpliwosci
mozna znalez¢ w skrypcie Julio Rossiego
Tug-of-war games. Games that PDE
people like to play, dostepnym na jego
stronie.

-]

Rozwigzanie zadania F 943.
Jesli przewodnik poddamy jednostajnemu
przyspieszeniu a, to elektrony
przewodnictwa (przyjmujemy, ze
wewnatrz metalu zachowuja sie jak
czastki swobodne) doznajg wzgledem sieci
krystalicznej metalu przyspieszenia —a,
co odpowiada ruchowi w polu
elektrycznym E:

—ma = —ekE.

Pole E = am/e wywoluje przeplyw pradu
o gestosci j = cam/e, gdzie o oznacza
przewodnictwo wlasciwe metalu. Wartosé
tego pradu mozna zmierzy¢ i
(zmierzywszy réwniez przyspieszenie
i przewodnictwo wlasciwe) wyznaczy¢
zadany stosunek:

e oa

m 7
Opis doswiadczen i wynikéw pomiaréw
mozna znalezé w Physical Review 8, 97

(1916).

Czytelnik moze rozumie¢ h(P) jako
maksymalng warto$é v(P) dla wszystkich
v € V. Ze wzgledéw technicznych
korzystamy tu z pojecia supremum, bo
maksimum mogtoby nie istnie¢.

Kto wygrywa? Podobnie jak w grze w przeciaganie liny, musimy si¢ na co$
uméwié. Dojscie do pewnych pél brzegowych bedzie oznaczaé wygrang Jasia,
a do innych — Malgosi. Przyjeta umowe mozemy opisaé za pomoca jednej funkcji
g: 0 — R, okreslonej wzorem
1 jesli dojscie do P daje wygrana Malgosi,

g(P) := U

0 jesli Jasiowi.

Przebieg gry jest wicc zdeterminowany przez plansze Q, funkcje
rozstrzygniecia g, decyzje zawodnikéw, losowe wyniki rzutéw moneta oraz wybér
pola startowego.

W dalszej czedci artykutu przyjmiemy, ze Jas i Matgosia maja ustalone
racjonalne strategie, czyli przy kazdym przepchnieciu przeciwnika wybieraja
sasiednie pole w taki sposéb, by zmaksymalizowa¢ prawdopodobienistwo swojej
wygranej. Jesli dodatkowo ustalimy pole startowe P, to gra jest juz czysto
losowa i mozemy okresli¢ warunkowe prawdopodobienstwo wygranej Malgosi:
h(P) := P (wygra Malgosia | gra startuje z P).
W ten sposéb otrzymali$my pewna funkcje h: Q — R. Gdy P jest polem
brzegowym, gra konczy si¢ juz na starcie, a jej rozstrzygniecie jest opisane
funkcja g, a zatem h(P) = g(P). Rozgrywka robi si¢ ciekawsza, jedli P jest polem
wewnetrznym. Z prawdopodobienstwem % chwilowa przewage uzyska Malgosia
i przepchnie Jasia na takie sasiednie pole P; (gdzie i = 1,2,3,4), dla ktérego
prawdopodobiefistwo przyszlej wygranej h(F;) jest mozliwie najwicksze. Jesli
z kolei los padnie na Jasia, wybierze on takiego sasiada P;, dla ktérego h(P;)
jest najmniejsze. Ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite otrzymujemy wiec

h(P) =P (wygra M | start z P) =
=P (wygra M | start z P;) P (ruch M) + P (wygra M | start z P;) P (ruch J) =
= 5 (s MR+ i ().

Dla dowolnej funkcji h réznice obu stron powyzszej réwnosci oznaczymy przez

AR(P) = %( min 4h(Pj)) — h(P).

P,
max AP + j=1,2,3,

i=1,2,3,4
Wyrazenie to jest nazywane dyskretnym operatorem oo-Laplace’a (chociaz
Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) nigdy takiego nie rozwazal).
Dotychczasowe rozwazania mozemy podsumowaé nastepujaco — funkcja h: @ — R
jest rozwiazaniem zagadnienia

*) Ah(P)=0 dlaPeQ,

h(P)=g(P) dla P € 09.
Do znalezienia rozwiazania wykorzystamy metode noszaca imi¢ Oskara Perrona
(1880-1975); noszaca bardzo stusznie, gdyz to jemu ja zawdzigczamy. Opiera sie
ona na wlasnosciach funkcji v spelniajacych nieréwnosé Av > 0 zamiast réwnosci.
Sa to tak zwane podrozwigzania, ktérych rodzing oznaczymy przez

V={v:Q—=R:Av(P)>0dlaP e, v(P)=g(P)dladQ}.

Rodzina V' jest niepusta — nalezy do niej, na przyklad, funkcja v zerujaca sie
na 2 i réwna funkcji g na 02. Ponadto wszystkie funkcje v € V' sa ograniczone
z géry przez 1, co wynika z nastepujacego faktu:

Zadanie 1 (zasada maksimum). Jesli Av(P) >0 dla P € Q oraz v(P) < M
dla P € 09, to réwniez v(P) < M dla P € Q.

Wskazowka. Jesli v(P) przyjmuje najwicksza warto$¢ dla pewnego pola P € Q, to
przyjmuje te sama warto$¢ rowniez dla wszystkich pdl sasiednich.

Jestedmy teraz gotowi zdefiniowaé rozwigzanie.

Twierdzenie (o istnieniu). Funkcja h: Q — R okreélona wzorem

h(P) = sup v(P)
veV

jest rozwiazaniem zagadnienia ().
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Rozwigzanie zadania M 1553.

Kazdg podréz ztozong z co najmniej
jednego kursu autobusem nazwiemy trasgq;
skoro zadna trasa nie odwiedza tego
samego miasta wiecej niz raz, to
wszystkich tras jest skonczenie wiele.
Wobec tego mozemy wybraé¢ (co najmniej
jedna) trase ¢ zlozong z maksymalnej
mozliwej liczby kurséw.

Miasto na koncu trasy ¢t ma t¢ wlasnosé,
ze nie kursuje zen zaden autobus —

w przeciwnym przypadku mozna by
przedluzyé trase o ten kurs, otrzymujac
albo trase dluzsza (co przeczy

wyborowi t), albo trase odwiedzajaca dwa
razy to samo miasto (co przeczy
zalozeniom zadania). Podobnie poczatek
trasy t to miasto, do ktérego nie mozna
dojecha¢ autobusem.

0 |0,50(0,66(0,49|0,33| O

o |0,16(0,33[0,49[0,37]0,24/0,12| 0

o |0,11[0,22[0,33|0,24/0,16/0,11|0,05| 0

o |0,11[0,16[0,12|0,08|0,05| 0

Rys. 2. Przyblizone rozwigzanie dla
planszy i funkcji rozstrzygniecia
z rysunku 1.

Dotychczasowe uwagi na temat rodziny V' pozwalaja stwierdzié, ze powyzszy
wzér jest poprawny, a ponadto 0 < h(P) < 1 dla wszystkich P € Q. Narzuca si¢
pytanie, czy znaleziona wtaénie funkcja h pokrywa sie z rozwazana wczesniej
funkcja opisujaca prawdopodobienstwo wygranej. Ponizsze zadanie rozwiewa te
watpliwosé.

Zadanie 2 (jednoznaczno$é). Zagadnienie (x) ma tylko jedno rozwiazanie.

Wskazowka. Rozwazy¢ dwa rozwiazania hy, hy i powtérzy¢ rozumowanie
z zadania 1 dla funkcji h; — ho, starannie dobierajac punkt o ekstremalnych
wlasnosciach.

Dowdd twierdzenia opiera si¢ na dwoch wyjatkowych wlasnosciach rodziny V,
ktérych samodzielne sprawdzenie nie powinno sprawi¢ Czytelnikowi problemu.

Zadanie 3. Jesli funkcje vy, ..., v, nalezg do V, to funkcja v okreélona jako ich
maksimum

v(P) = max (v (P), ... dla P €Q

rowniez nalezy do V.

0k (P))

Zadanie 4. Jedli v € V oraz P € (), to funkcja 7: Q — R okreglona przez

oP) = 5 (L mx
Q) =v(Q) dlaQ#P

réwniez nalezy do rodziny V. Ponadto AT(P) = 0 oraz v(Q) < 7(Q) dla Q € Q.

max v(P)+ min v(P)),

j=1,2,3,4

Dowdd twierdzenia. Réwnosé h(P) = g(P) dla P € 9Q wynika wprost z okredlenia
V' i h, pozostaje nam sprawdzi¢ réwnosé Ah = 0; ustalmy wiec pole P € Q.

Z okreslenia h wynika, ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje funkcja vy € V
spelniajaca vg(P) > h(P) — €. Podobnie dla kazdego sasiedniego pola P;
znajdziemy funkcje v; € V, dla ktérej v;(FP;) > h(P;) — e. Ich wspdlne ograniczenie
v = max (vg, v1, V2, V3, v4) nalezy do rodziny V' na mocy zadania 3 oraz

U(Q)>h<Q)*E dlaQE{P,Pl,PQ,Pg,P4}.

Skonstruowana w zadaniu 4 funkcja ¥ réwniez spetnia te nieréwnosci, a ponadto
dzieki v € V mamy 9(Q) < h(Q) dla wszystkich @ € Q. W rezultacie

max h(P;) —

Lmax min  h(P;) —

J=1,2,3,4

max v(F;) i

i=1,2,3,4 ’

4@(Pj) < E.

Poréwnanie liczb Ah(P) i AT(P) (ta druga jest zerem!) przy uzyciu nieréwnosci
tréjkata daje

|AL(P)| = |AR(P) — AB(P)| < (e +¢) +& = 2.

Powyzsza nier6wno$c¢ jest prawdziwa dla dowolnie malej liczby € > 0, a wiec
zachodzi zadana réwno$é Ah(P) = 0. O

Zaleznie od swojego filozoficznego usposobienia Czytelnik moze by¢ z tego
dowodu zadowolony lub nie. Wykazaliémy istnienie rozwiazania h, ale nie
wyznaczyliSmy funkcji h jawnym wzorem. Te wade ma zreszta wickszosé metod
stosowanych obecnie w rownaniach rézniczkowych czastkowych, do ktérych
zagadnienie (x) zalicza sie jako dyskretny odpowiednik.

Problem ten mozna czeéciowo obejéé. Funkcja h jest wigksza lub réwna kazdej
funkcji v € V', wiec stosujac na przemian konstrukcje z zadan 3 i 4, mozemy
znalez¢ coraz lepsze przyblizenia z dolu. Gdyby$my natomiast w definicji
rodziny V' zastosowali przeciwny znak nieréwnosci (czyli Av < 0), to funkcje h
otrzymaliby$my jako infimum tej rodziny, co pozwala znalezé przyblizenia h
rowniez z géry. W ten sposéb mozemy znalezé wartoéci h z dokladnoscia dwoch
cyfr po przecinku dla planszy z rysunku 1. Warto zwroci¢ uwage, ze dopiero
wtedy jesteSmy w stanie przeprowadzi¢ symulacje naszej rozgrywki. O dziwo,

w rzeczywistosci zawodnicy sumo radza sobie doskonale bez wykonywania takich
obliczen. . .
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