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Rozwigzanie zadania M 1549.
Oznaczmy przez A, B konce lamanej s.
Niech d bedzie $rednica okregu w
réwnoleglta do AB. Udowodnimy, ze d
spelnia warunki zadania.

Przypusémy przeciwnie, czyli ze tamana s
ma ze $rednicg d co najmniej jeden punkt
wspdélny C i oznaczmy fragmenty

tamanej s od punktu A do punktu C oraz
od punktu C' do punktu B odpowiednio
przez sa oraz sg.

Rozwazmy symetri¢ o wzgledem prostej
zawierajacej d. Wowczas, skoro AB || d,
to odcinek Ao (B) jest $rednica w, wobec
czego

1=[Ac(B)| < [sal + |o(s(B))] =

=lsal+lspl =1s] <1,

gdzie |s|, |sal|, |sB| oznaczaja dlugosci
odpowiednich tamanych. Uzyskana
sprzecznos¢ konczy rozwigzanie zadania.

Rafal DEMKOWICZ-DOBRZANSKI*

yInformacja jest fizyczna” powiedzial Rolf Landauer, fizyk, ktéremu zawdzieczamy
zrozumienie faktu, ze usuniecie 1 bitu informacji z pamieci komputera wiaze

sie z nieuniknionym wytworzeniem ciepta o wartosci kT In 2, gdzie T jest
temperatura otoczenia, a k stala Boltzmanna. Byt to wynik, ktéry pokazat,

ze warto mysle¢ o fizycznych podstawach przetwarzanej przez nas informacji,

aby zrozumie¢ ograniczenia i perspektywy dalszego rozwoju komputeréw. Dzis
wiemy, ze materia na poziomie mikroskopowym opisywana jest przez prawa

fizyki kwantowej. Pojawia sie wiec naturalne pytanie, jak fakt ten odbija sie na
naszych mozliwoéciach przetwarzania informacji. Czy jest to bardziej przeszkoda,
zwigzana z rozmyta naturg stanoéw kwantowych, powodujaca, ze np. elektrony

nie beda chcialy pozostawaé dobrze zlokalizowane w sytuacji zbyt daleko

idacej miniaturyzacji obwodéw elektrycznych, czy moze daje to nadzieje na
wykorzystanie potencjatu ukladéw kwantowych mogacych by¢ ,w wielu stanach
jednoczesnie”, aby uzyskaé niewyobrazalne w podejsciu klasycznym zréwnoleglenie
obliczen?

Warto podkresli¢, ze dzialanie dzisiejszych komputeréw, ktére w zargonie
informatykow kwantowych nazywa sie klasycznymi, réwniez oparte jest na
prawach fizyki kwantowej. Pasmowa struktura pélprzewodnikéw wykorzystywana
do produkcji uktadéw scalonych jest makroskopowa emanacja kwantowej natury
atomow. Wlasnoséci magnetyczne materii wykorzystywane do zapisu danych sa
Scisle zwiazane z jedna z najbardziej kwantowych cech elementarnych sktadnikow
materii, jaka jest spin. Niemniej, nawet przy obecnym postepie miniaturyzacji,
na kazda elementarna bramke logiczna w uktadach scalonych czy pojedynczy bit
informacji zapisany w pamieci komputera przypada wciaz bardzo duza liczba
atoméw, rzedu miliona. Ten fakt powoduje, ze tak naprawde subtelne wlasnosci
kwantowe materii nie sg w pelni dostepne i kontrolowalne, wiec z bardzo dobrym
przyblizeniem przetwarzanie informacji w takim ukladzie mozna traktowac

w czysto klasyczny sposob.

Richard Feynman w swoich wizjach rozwoju komputeréw moéwil:  jest bardzo
duzo miejsca tam na dole”, majac na mysli, ze rozwijajac nasze technologie wciaz
pozostajemy na poziomie makroskopowym, nie wykorzystujac w petni potencjatu
oferowanego przez $wiat mikroskopowy. Stwierdzenie to, jak widaé¢ z powyzszych
rozwazan, jest aktualne do dzié. Chcialoby sie zbudowaé¢ komputer operujacy nie
na uktadach milionéw atomoéw, ale na pojedynczych atomach, wykorzystujac do
maksimum ich wlasnosci kwantowe — stworzy¢ komputer kwantowy.

Bawiac sie w futurologie, mozna w zasadzie przewidzie¢ date powstania
komputera kwantowego. Od lat 70. obserwuje si¢ stale postepujaca miniaturyzacje
uktadéw scalonych, powodujaca, ze gestosé upakowania elementarnych
komponentéw elektronicznych rosnie dwukrotnie w czasie mniej wiecej 18 miesiecy.
Obserwacja ta znana jest pod nazwa prawa Moore’a. Mimo pewnych obaw co do
utrzymania tego trendu, obserwujemy go do dzisiaj. Jesli wierzyé¢, ze trend ten sie
utrzyma, mozna oszacowaé¢ moment, kiedy miniaturyzacja uktadéw doprowadzi

do sytuacji, ze pojedynczy tranzystor bedzie rozmiaréw pojedynczego atomu.
Powinno to nastapié¢ okoto roku 2040.

W idei komputera kwantowego nie chodzi jednak tylko o zbudowanie urzadzenia
wykonujacego klasyczne obliczenia na ukladach logicznych zbudowanych

z pojedynczych atomow. W przypadku obliczen klasycznych wartosci bitéw
moga przyjmowac wartoéci 0 lub 1. Myslac o kwantowym odpowiedniku bitu,
czyli np. o atomie, w ktorym wartos¢ 0 lub 1 bedziemy zapisywaé¢ poprzez
przygotowanie atomu w jeden z dwéch réznych stanéw energetycznych |0), |1),
musimy pamietac, ze zgodnie z kwantows zasada superpozycji mozemy réwniez
przygotowaé atom w dowolnej superpozycji tych dwoéch stanéw [10) = a|0) + b|1),
gdzie a,b sa liczbami zespolonymi spetiajacymi warunek |al? + [b|? = 1, tak
aby [¢) byl wektorem o dlugosci 1. Taki kwantowy bit mogacy znajdowaé si¢

w stanie bedacym dowolna superpozycja |0) i |1) nazywamy kubitem. Dzieki
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Rozwigzanie zadania M 1550.
Udowodnimy najpierw, ze dla dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych x, y oraz
dodatniej liczby catkowitej k zachodzi
nieréwnosé

k
k+1
Rzeczywiscie, przeksztalcajac te
nieréwnosé réwnowaznie, otrzymujemy

2+ ky® > (z+y)°.

a® +ka® +ky® + (ky)? > ka® + 2kay + ky®,

(z—ky)® > 0.

Przyjmujac w powyzszej nieréwnosci
(z,y) = (ak—1,ar) dlak =1,2,... n,
mnozac otrzymane zwigzki stronami

i korzystajac z zalozenia zadania,
uzyskujemy

[ @i +kad) >
k=1 .

. |
> [y Tl +a0?=
k=1 k=1

1
n+1'

Uwaga. Mozna sprawdzié, ze réwnosé
w dowodzonej nieréwnosci zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy

Rozwigzanie zadania M 1551.
Jezeli n jest liczba parzysta, to zadanym
przedstawieniem jest 2n — n.
Przypusémy, ze n jest liczba nieparzysta
i niech p bedzie najmniejsza nieparzysta
liczbg pierwsza, ktéra nie jest dzielnikiem
liczby n. Wéwczas przedstawienie liczby n
w postaci réznicy

pn—(p—1)n
spelnia warunki zadania. Rzeczywiscie,
kazda z liczb pn oraz (p — 1)n ma
doktadnie te dzielniki pierwsze co
liczba n, a ponadto po jednym
dodatkowym — odpowiednio p oraz 2.

zasadzie superpozycji, majac np. N kubitow, mozemy przygotowac¢ stan bedacy
rownoczesng superpozycja stanow, ktére reprezentuja wszystkie liczby N bitowe.
(W modelu obliczen reprezentujemy taka superpozycje przez wektor dtugosei 1

7 przestrzeni (CQN.) Dzieki temu mozliwe jest wykonanie obliczen réwnolegle na
wszystkich sktadnikach superpozycji (poprzez przemnozenie wektora zawartosci
pamieci przez macierz unitarna) i uzyskanie przyspieszenia obliczeri niedostepnego
w ramach klasycznego modelu obliczen. Jest to fundamentalna idea lezaca

u podloza wszystkich algorytméw kwantowych, ktorych dziatanie opisane jest
bardziej szczegdlowo w artykule o modelu obliczen kwantowych na stronach 1-3.

Jak wiec zbudowaé komputer kwantowy? Pierwsza decyzja, jaka nalezy podjac,
jest wybér architektury obliczenn kwantowych. Najpopularniejsza, choé nie jedyna
(popatrzmy chociazby na artykul ze stron 12-15) architektura, jest ta oparta

o bramki kwantowe, ktore podobnie jak w podejsciu klasycznym tworza obwody
logiczne realizujace obliczenia. W przypadku obliczen klasycznych kazdy obwdd
logiczny mozna zbudowaé z bramek typu NAND, ktérych dzialanie polega na
zamianie dwoch bitéw wejsciowych z1, 22 na jeden bit wyjsciowy y w taki sposéb,
zey=0,gdy xr1 =x2 = 1,1y =1 w pozostalych trzech przypadkach. Bramka
NAND jest bramka nieodwracalna. Znajac jedynie warto$¢ bitu na wyjsciu,

w ogoblnosci nie mozna odtworzy¢ wartosci bitéw wejsciowych. Zwréémy uwage, ze
utrata jednego bitu informacji, ktéra nastepuje podczas kazdego uzycia bramki
NAND, zgodnie ze wspomniana wczesniej zasada Landauera musi wigzaé sie

z wytworzeniem ciepta o wartosci k7' In 2. W przypadku obliczen klasycznych
mozliwa jest modyfikacja bramek logicznych tak, by staly sie odwracalne,
poprzez przekazanie dodatkowych informacji do wyjscia bramki, unikajac tym
samym wytworzenia ciepta. Odbywa sie to jednak kosztem komplikacji uktadu
logicznego. Nie jest to obecnie stosowane w praktyce, gdyz energia k7T In 2

jest wciaz o wiele rzedéw wielkosci nizsza niz ciepto wydzielane w obecnie
wykorzystywanych bramkach logicznych. W przypadku obliczen kwantowych
odwracalnosé obliczen ma jednak kluczowe znaczenie. Nie chodzi tu jedynie

o kwestie ciepla, ale o fakt, ze utrata informacji o czesci uktadéw kwantowych
prowadzi w ogélnosci do tak zwanego zjawiska dekoherencji i niszczenia
superpozycji stanoéw pozostatych kubitow. Dlatego tez wszystkie algorytmy
kwantowe formulowane sa w jezyku obliczen odwracalnych (a konkretnie za
pomoca macierzy unitarnych), a ewentualne efekty nieodwracalne to efekty
wynikajace z niedoskonalej implementacji, przed ktora nalezy chroni¢ obliczenia
za pomoca tzw. protokotéw kwantowej korekcji bteddw.

Okazuje sig, ze podobnie jak w obliczeniach klasycznych, dowolna operacje
kwantowa na N kubitach mozna wykonaé, sktadajac ja z wzglednie prostych
operacji elementarnych. Wystarcza do tego operacje jednokubitowe, czyli
dziatajace na pojedynczy kubit, za pomoca ktérych mozna przeksztatci¢ dowolng
superpozycje stanu kubitu w dowolna inng (wystarcza macierze H i T ze strony 3)
oraz jeden typ bramki dwukubitowej, ktéra najczesciej jest tzw. bramka CNOT
(controlled-NOT). Oznaczmy przez |00), |01), |10), |11) stany dwdch kubitéw,

z ktorych kazdy ma dobrze okreslong wartos$¢ logiczng 0 lub 1. Ogdlny stan dwdoch
kubitéw bedzie dowolna superpozycja tych stanéw. Bramka CNOT zmienia stan
drugiego kubitu na przeciwny w sytuacji, gdy pierwszy kubit jest w stanie |1),

a pozostawia go bez zmian, jesli pierwszy kubit znajduje si¢ w stanie |0):

|00) |00)
|01) c~oT_ |01)
[10) [11)
[11) [10)

Aby dzialanie tej bramki bylo rzeczywiscie w pelni kwantowe, musi ona dziata¢
w sposéb liniowy na dowolne superpozycje standéw wejsciowych, dajac na wyjsciu
odpowiednia superpozycje stanéw wyjsciowych.

Majac juz wybrang architekture obliczenn kwantowych, mozemy sie skupic¢

na jej fizycznej implementacji. Fizycy probuja budowaé¢ bramki kwantowe,
wykorzystujac rézne uktady fizyczne: jony w putapkach elektromagnetycznych,
fotony poruszajace si¢ w wieloramiennych interferometrach optycznych, uktady
nadprzewodzace, neutralne atomy w sieciach optycznych, kropki kwantowe i wiele
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Polak potrafi

‘W dniach 30-31 sierpnia 2017 roku odbyt
si¢ (tradycyjnie w Paryzu)
migdzynarodowy final 31. Mistrzostw
Swiata w Grach Matematycznych

i Logicznych. W finale biorg udziatl
reprezentacje poszczegdlnych krajow,
wylonione w drodze krajowych eliminacji.
W roku akademickim 2016/17 polskich
eliminacji nie zorganizowano, jednak do
organizatoréw (Francuskiej Federacji Gier
Matematycznych) zglosity si¢ dwie osoby
z Polski z proséba o indywidualne
dopuszczenie do eliminacji. Prosbe
spelniono i obie dotarty do finaléow

w swoich kategoriach wiekowych,
kontynuujgc w ten sposéb ciag
wczeséniejszych sukceséw polskich
uczestnikéw Mistrzostw: Mirostaw Zajdel
zostal mistrzem $wiata w kategorii GP
(dorodli niezawodowcy), Robert Cigzabka
zajal 7. miejsce w kategorii L2 (studenci).
Zadania mozna znalez¢ na naszej stronie.

innych. My skupimy sie tutaj na eksperymentach jonowych, gdyz sa one z jednej
strony najtatwiejsze do zrozumienia, a z drugiej dzieki nim osiaga sie najwieksze
sukcesy w realizacji bramek kwantowych.

W standardowym eksperymencie tego typu N jonéw umieszczonych zostaje

w tzw. liniowej elektromagnetycznej putapce Paula, w ktorej ruch jonow jest
praktycznie jednowymiarowy. Sita odpychania kulombowskiego pomiedzy jonami
powoduje, ze jony znajduja sie w odlegtosciach rzedu kilku-kilkudziesieciu pm, co
pozwala $wieci¢ widzialnym $wiatlem laserowym selektywnie na kazdy z jonéw
osobno. Podstawowym warunkiem uzycia danego jonu do obliczen kwantowych
jest istnienie w nim dwoch pozioméw energetycznych o dlugim czasie zycia,

ktére moga pelnié role logicznych stanéw kubitu |0), |1), a ktére w dalszym
ciagu oznaczymy jako |g), |e), od angielskiego ground (podstawowy) i excited
(wzbudzony). Przykladowo, dla jonu wapnia *°Ca*t beda to stan podstawowy
25, /2 oraz metastabilny stan wzbudzony 2D; /2 0 czasie zycia rzedu 1 s. Wszystkie
jony sa poczatkowo przygotowywane w stanie podstawowym. Nastepnie, Swiecac
przez odpowiednio dobrany czas Swiatlem laserowym o czestotliwosci w rownej
czestotliwodci przejscia atomowego, mozna doprowadzi¢ do pochloniecia przez
jon fotonu i tym samym przeprowadzi¢ go do stanu wzbudzonego. Jesli operacje
te zastosujemy z kolei do jonu, ktéry poczatkowo byl juz w stanie wzbudzonym,
przeprowadzimy go z powrotem do stanu podstawowego (emisja wymuszona).

W ten sposéb realizujemy operacje, ktéra zamienia stany |g) i |€), a tym samym
otrzymujemy kwantowa wersje bramki NOT. Jesli natomiast, na jon w stanie |g)
bedziemy $wieci¢ tym samym $wiatlem przez krotszy czas, nie doprowadzimy do
pelnego wzbudzenia jonu i znajdzie sie on w superpozycji stanéw |g), |e). W ten
spos6b mozemy przygotowaé dowolng superpozycje stanéw |g) i |e), a tym samym
zrealizowaé dowolne operacje jednokubitowe. Wiemy, ze dla realizacji obliczen
kwantowych potrzebujemy jeszcze bramki dwukubitowej, np. CNOT. To jest juz
znacznie wieksze wyzwanie, gdyz musimy wykona¢ operacje, w ktérej ewolucja
stanu danego jonu bedzie zalezata od stanu innego.

7 pomocy przychodzi tu fakt, ze jony bardzo silnie oddzialuja elektrostatycznie

i w zwiazku z tym mozna je wzbudzi¢ do wspdlnych drgan w putapce. Pulapke
mozemy z dobrym przyblizeniem traktowaé jako potencjal oscylatora harmonicznego
o czestotliwosci 2, ktéra jest rzedu setek kHz (dla poréwnania czestotliwosé
$wiatla widzialnego jest rzedu 10'°Hz). Drganie jonéw w pulapce jest, oczywicie,
skwantowane i moga one by¢ wzbudzone do energii bedacej catkowita wielokrotnoscia
K. Rozwazmy teraz dwa jony. Wprowadzimy nastepujace oznaczenie opisujace
jednoczesnie stany wewnetrzne jonéw, jak iich ruch drgajacy w putapce. Przyktadowo
niech stan |g) ® |g) ® |n) (dalej bedziemy pisaé¢ skrétowo |g)|g)|n)), odpowiada
sytuacji, gdy oba jony sa w stanie podstawowym oraz sg wzbudzone do ruchu
drgajacego o energii nhf2. Rozwazmy teraz sytuacje, gdy n = 0, czyli stan opisujacy
ruch drgajacy jonow jest réwniez stanem podstawowym. Jesli teraz poswiecimy

na pierwszy z jonéw bedacy w stanie podstawowym |g) impulsem laserowym

o czestotliwosel w + 2, wzbudzimy go do stanu |e), ale z uwagi na nadwyzke energii
dokonamy jednoczesnie wzbudzenia kolektywnego drgan jonéw o energii AS2. Jesli
natomiast atom bylby poczatkowo w stanie |e), padajacy impuls $wiatla o tej
czestotliwodcei nie zmieni jego stanu. Tego typu operacja zachowuje kwantowa
superpozycje stanéw — dlatego pod wplywem takiego impulsu stan, w ktérym
pierwszy jon znajdowalby sie w dowolnej superpozycji stanéw |g) i |e), zostalby
przeksztatcony do

(alg) + ble))19)|0) — ale)|g)|1) + ble)|g)[0) = [e)]g)(all) +b]0)).
Zwroémy uwage, ze w ten sposéb | przepisaliémy” stan wewnetrzny jonu na
stan drgan jonéw w putapce. Dzialajac teraz z kolei na drugi jon impulsem
o czestotliwosci w — , bedziemy mogli wzbudzié¢ ten jon, ale jedynie w przypadku
obecnosci kwantu energii ruchu drgajacego, niezbednego dla zachowania catkowitej
energii w procesie. W efekcie przeksztalcimy stan do

le)]g)(al1) +0]0)) — ale)|e)|0) + ble)|g)|0) = [e)(ale) + blg))[0)-
Nastepnie $wiecimy impulsem o czestotliwosci w na drugi jon, wykonujac na nim
operacje NOT, i otrzymujemy ostatecznie stan

e)(ale) +0]9))[0) — [e)(alg) + ble))]0).




i Zadania

Redaguje Lukasz BOZYK

W ten sposéb przeniesliSmy stan wewnetrzny jonu pierwszego na drugi jon.
Pokazuje to, ze dzigki posrednictwu ,magistrali” wspélnych drgan jonéw mozliwe
jest wykonywanie operacji wielokubitowych. Nieco bardziej skomplikowany
wariant powyzszego schematu, ktérego nie bedziemy tu szczegdlowo przedstawiaé,
pozwala w szczegélnosci wykonaé operacje CNOT, a tym samym dysponowac
wszystkimi elementami niezbednymi do zbudowania komputera kwantowego.

Dotychczas w eksperymentach tego typu udalo sie maksymalnie kontrolowac
kilkanascie jonow. Dalsze zwiekszanie ich liczby prowadzi, niestety, do utraty
stabilnosci uktadu, jony moga ucieka¢ z putapki i pojawiaja sie dodatkowe
efekty psujace kwantowa superpozycje. Obecnie trwaja prace nad ,,chipowymi”
pulapkami jonowymi, gdzie jony znajduja sie w wielu mikroputapkach,

pomiedzy ktérymi moga by¢ przemieszczane za pomoca sterowania polami
elektromagnetycznymi. W ten sposoéb mozna przeprowadzi¢ w swoje poblize jony,
na ktérych akurat w danym momencie chcemy wykonaé¢ dwukubitows operacje,
nastepnie je rozsunadé, zamieni¢ miejscami z innymi jonami znajdujacymi sie

w innej mikroputapce i w ten sposéb uniknaé¢ klopotéw zwiazanych z jedna duza
putapka, ktéra musiataby kontrolowaé wszystkie jony réwnoczesnie. Jest to bardzo
obiecujaca technologia, prace nad nia trwaja.

Czy faktycznie komputer kwantowy powstanie w roku 20407 Tego nie wiemy

na pewno. Wiemy natomiast, ze rozwdj technologii zwiazanych z prébami
zbudowania komputera kwantowego doprowadzil nas do sytuacji, ktora nie $nita
sig tworcom teorii kwantowej, a w ktérej jestedmy w stanie kontrolowac i mierzy¢
pojedyncze uklady kwantowe, takie jak atomy i fotony. W eksperymentach

z pojedynczymi jonami opisanymi powyzej mozna w zasadzie zobaczy¢ pojedynczy
jon golym okiem. Przebylismy dtuga droge od czasow, gdy eksperymentalnie
dostepne nam byty jedynie uérednione wielkosci fizyczne zmierzone na bardzo
wielu ukltadach kwantowych, a wizje Feynmana wydawaly sie jedynie spekulacjami
geniusza. W ostatnich latach poza osrodkami akademickimi w rozwijanie
technologii zwiazanych z obliczeniami kwantowymi zaczynaja angazowac sie
rowniez najwieksi gracze na rynku informatycznym, tacy jak Google, wiec moze
rozwoj nabierze tempa . ..

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 941. Gdy czerwone i zielone $wiatlo sa wlaczone przez
taki sam czas, przed pewnym skrzyzowaniem tworzy sie
korek. Predko$é samochodéw wynoszaca normalnie 6m/s
w korku spada do $redniej wartosci 1,5m/s (czas wlaczenia

M 1549. Dany jest okrag w o $rednicy 1 oraz z6ltego $wiatla pomijamy). W celu zmniejszenia korka czas
lamana s o koricach nalezacych do tego okregu, ktorej wlaczenia zielonego §wiatla podwojono, nie zmieniajac
dtugosé jest mniejsza od 1. Udowodnié, ze istnieje czasu wlaczenia $wiatla czerwonego. Ile wyniesie Srednia
srednica okregu w, ktéra jest roztaczna z s. predkos¢ samochodéw w korku, jezeli ich normalna predkosé

Rozwiazanie na str. 6

M 1550. Dodatnie liczby rzeczywiste ag, ai, ..., an
sa takie, ze [];_, (ak—1 + ax) = 1. Udowodni¢, ze

n
H(ai_l +ka) >
k=1
Rozwiazanie na str. 7

nie ulegnie zmianie?
Rozwiazanie na str. 10

F 942. Samochd6d osobowy jedzie réwnolegle do kolumny
ciezaréwek poruszajacych si¢ ze stata predkoscia u

n+1 w jednakowych odleglosciach jedna za druga (odleglosé

przednich zderzakéw kolejnych ciezaréwek wynosi 1). Jezeli

samochd6d osobowy jedzie z predkoscia v1 = 36 km/h, to co

M 1551. Wykazaé, ze kazda dodatnia liczbe t1 = 10s jest wyprzedzany przez ciezardéwke, a jezeli jedzie
catkowita mozna zapisaé w postaci réznicy dwédch z predkoscia vo = 90km/h, to on co ty = 10s wyprzedza
dodatnich liczb catkowitych, ktére maja te sama ciezaréwke. Co ile sekund cigzaréwki beda mijaé¢ samochdd
liczbe réznych dzielnikéw pierwszych. osobowy, jezeli zatrzyma si¢ on na poboczu?

Rozwiagzanie na str. 7

Rozwigzanie na str. 10



