Rozwigzanie zadania F 941.

Po wlaczeniu zielonego swiatla
samochody nie ruszajg jednoczednie.
Najpierw rusza pierwszy rzad
samochodoéw, ktore stoja bezposrednio
przy sygnalizatorze, potem kolejno
ruszajg nastepne rzedy — wzdluz korka
rozchodzi sie rodzaj ,fali”. Niech

w czasie T, gdy wlaczone jest zielone
$wiatlo, obok sygnalizatora przejezdza
cze$é korka o dtugosci L. Na czas T,
sktada sie czas potrzebny na to, aby
»fala” przebyla droge L i czas potrzebny,
aby samochéd droge L przejechal. Jezeli
v jest predkoscig samochodu (bez
uwzgledniania jego rozpedzania si¢), a u

predkoscia rozchodzenia sie ,fali”, to
L L 1 1
T,.=—+—=L[-4+—).
v u v u

Jezeli czas, na ktéry jest wlaczone
czerwone Swiatto wynosi T., to $rednia
predkosé poruszania sie w korku wynosi
Vg = L/(T, + T.). Podstawiajac,

znajdujemy

Ve T 1,1 ot
biTZJrTC v u ’

a stad dla T, = T, otrzymujemy

u = 2vVs/(v—2Vs) =6m/s. Po
podwojeniu czasu T, predko$é¢ samochodu
w korku wyniesie:

Vow = 2T 1 N 1\
29 = 2T, + T, v u N
2(T, T, 4
— MVS = _Vg= o
2T, + T, 3 s
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Rozwigzanie zadania F 942.
Skoro predko$é kolumny wynosi u,
a odleglo$¢ przednich zderzakéw
kolejnych ciezaréwek wynosi | to
t1 =1/(u—wv1) ity =1/(v2 —u), gdzie
(uw —wv1) i (v2 — u) sg wzglednymi
predkosciami samochodu osobowego
i kolumny w przypadku (1) i (2). Stad
(uw — 1)ty =1 oraz (ve — u)ta = L.
Rozwiazujac ten uktad réwnan
dostajemy:
v1ty + vato
= —1 22
t1 + ta
I= tita(ve — v1)
t1 + t2

Kolejne ciezaréwki bedg mijaly stojacy
samochéd co

. l tita(va — v1)
u vit1 4+ vata

5s.

Odpowiedz na zadanie ze strony 19:
p1 = —3, p2 =5,
a1 = —4, g2 =7

Algorytm faktoryzacji Shora
Wojciech CZERWINSKI

W 1994 roku Peter Shor, pracujacy wéwczas w Bell Labs w New Jersey, pokazal,
jak przy uzyciu hipotetycznego komputera kwantowego roztozy¢ w czasie
wielomianowym dowolna liczbe naturalna na czynniki pierwsze. W tamtym czasie
algorytmy kwantowe dopiero raczkowaly. To wtaénie odkrycie Shora spowodowato
wielki rozwéj tej dziedziny. Spotecznosé informatykéw zrozumiala, ze gdyby
udalo sie zbudowaé¢ komputer kwantowy rozsadnej wielkosci, to $wiat stalby sie
istotnie inny. Nie jest bowiem znany zaden algorytm dla problemu faktoryzacji,
czyli rozkladu na dzielniki pierwsze, ktéry dziala w czasie wielomianowym na
komputerze klasycznym. Co wigcej, nawet nie znaleziono algorytmu losowego,
ktory z duzym prawdopodobienstwem w zazwyczaj niedlugim czasie faktoryzuje
liczbe: nie jest po prostu znana zupelnie zadna rozsadna heurystyka... W 1994,
ale tez i teraz, w 2017 roku, po prostu nie umiemy rozktada¢ szybko liczb na
czynniki pierwsze. A na trudnoéci faktoryzacji opiera sie m.in. kryptologia,
najbardziej znany kryptosystem RSA dalby sie tatwo lamaé, gdyby$my umieli
szybko rozktadaé liczby na czynniki pierwsze. Drugim najbardziej popularnym
problemem, na ktérego trudnodci opiera sie wiele w kryptologii, jest problem
logarytmu dyskretnego (dla danych a,b € N i liczby pierwszej p znajdz k takie, ze
a® = b mod p). Warto wiedzieé, ze w tym samym artykule Shor udowodnit réwniez,
ze komputer kwantowy umie rozwiazywac problem logarytmu dyskretnego

w czasie wielomianowym. Algorytm Shora nie tylko zainspirowal intensywne
badania w tej dziedzinie, ale chyba do tej pory jest najbardziej znanym

i celebrowanym algorytmem kwantowym.

W tym artykule postaramy si¢ zrozumieé najistotniejsze idee w algorytmie Shora.
Niektore szczegdlty techniczne pominiemy, gdyz ttumaczenie wszystkiego zajetoby
raczej kilkanascie stron niz kilka.

Sprecyzujmy problem. Dostajemy liczbe n € N. W naszych rozwazaniach skupimy
sie na przypadku, gdy n jest iloczynem dwoch liczb pierwszych, tj. n = p1ps. Ten
przypadek jest réwniez trudny (nie ma dla niego zadnych szybko dziatajacych
heurystyk), a algorytm Shora w ogélnosci dziata prawie identycznie, jak dla

tego przypadku. Nasz cel to znalez¢ liczby py i p2. Po pierwsze powiedzmy

sobie od razu, ze algorytm Shora jest oparty na losowosci. Uruchomiony wiele
razy z pewnym duzym (bliskim 1) prawdopodobiefistwem znajdzie rozklad

n = p1p2. Myslmy, ze zaréwno pi, jak i po maja po 100 cyfr, wtedy bedziemy mieli
odpowiednie wyobrazenie o tym, co sie da, a czego nie da sie szybko zrobié.

Pierwszy krok, niemajacy jeszcze zadnego zwiazku z kwantami, to redukcja
faktoryzacji do problemu rzedu elementu modulo n. Problem ten, dla danych
x,n € N, pyta o najmniejsze naturalne r > 0 takie, ze " = 1 mod n (takie

r nazywamy rzedem x modulo n). Przy zalozeniu, ze umiemy w czasie
wielomianowym znajdowaé rzad elementu (wszedzie tu uzywana jest losowosé,
wiec przestaniemy sie na niej skupiaé, a czasem nawet o niej wspominad),
pokazemy, jak rozlozy¢ n na czynniki w czasie wielomianowym. Rozwazmy

n = p1pe2 i wylosujmy liczbe x ze zbioru {1,...,n — 1}. Jedli nwd(x,n) # 1

(co mozemy szybko sprawdzi¢ algorytmem Euklidesa), to $wietnie, bo wtedy
nwd(z,n) = p; albo nwd(z,n) = py i znalezliémy rozklad. Ale to si¢ zdarza rzadko.
Zalézmy wiec, ze nwd(z,n) = 1. Mozna wykazaé (nie bardzo trudno, szczegdly
pominiemy), ze dla co najmniej jednej czwartej wylosowanych z zachodza
nastepujace dwa warunki: 1) r, czyli rzad z, jest parzysty, 2) x2 # +1 mod n.
Dla takiego # mamy n | (#" — 1) = (% — 1)(x% + 1). Jednak skoro n nie dzieli
zadnego z dwoch nawiaséw, to musi by¢ tak, ze p; dzieli jeden z nich, a po drugi.
Zatem nwd(n,z2 — 1) jest réwne albo py, albo ps. Latwo je obliczy¢ algorytmem
Euklidesa, a tym samym znalezé rozklad n. A wigc wystarczy skupié sig¢ na
znajdowaniu rzedu liczby x modulo n, co zrobimy przy uzyciu algorytmu
kwantowego.

Ustalmy pewne ¢, ktére nalezy do przedziatu (n?, 2n?] oraz jest potega dwojki,
niech ¢ = 2¢. Nasz algorytm na wejéciu bedzie mial 2¢ drutéw, czyli bedzie
operowal na 2¢ kubitach (albo jeszcze inaczej: stan pamigci moze by¢ opisany
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przez wektor dlugosci 1 z (CQM). Te 2¢ drutéow podzielimy na dwa segmenty

po ¢ drutéw. Zaczynamy od stanu pamieci réwnego 0 na wszystkich kubitach.
Czyli, formalnie rzecz biorac, jest to stan |0...0), gdzie ciag zer ma dlugosé 2¢.
My jednak na potrzeby naszego algorytmu bedziemy o nim mysleli jako

0 [0%) ®]0%), co bedziemy zapisywaé w skrécie jako |[07)|0¢).

Caly obwdd kwantowy realizujacy algorytm Shora przedstawiony jest na
rysunku. Wchodzi do niego 2¢ drutéw po lewej, do ktorych po kolei aplikowane
sg bramki kwantowe i na koncu wykonywany jest pomiar. Fakt, ze algorytm jest
wielomianowy, oznacza, ze w obwodzie jest wielomianowo wiele podstawowych
bramek (czyli bramek Hadamarda H, obrotu 7' i kontrolowanej negacji CNOT,
z ktérych skladamy wszystkie macierze unitarne, potrzebne do obliczen). Teraz
szczegblowo opiszemy, co dzieje sie po kolei (od lewej).

Najpierw robimy to, co czesto robia na poczatek algorytmy kwantowe, czyli
zamieniamy stan ,,same zera” na superpozycje wszystkich mozliwych standéw
bazowych, kazdy z réwnym prawdopodobienstwem. Tyle, ze my teraz zrobimy
to tylko na pierwszych ¢ kubitach, tj. w pierwszym segmencie. Aby to zrobié,
uzywamy, jak zawsze w takim przypadku, bramek Hadamarda
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Bramka H przeksztalca |0) na H|0) = %(|0) + |1)), czyli na superpozycje
[0) i |1) z réwnym prawdopodobienstwem. Jesli zastosujemy bramke H do
kazdego z pierwszych ¢ kubitéw, to stan |0¢)|0°) zostanie przeksztalcony na stan

Z;é(%)l\aHOZ) = Z;(l) ﬁ|a)|0e), gdzie przez |a) rozumiemy stan okreslony
przez binarna reprezentacje a, np. dla £ = 4 przez |9) = |1001). Formalnie rzecz
biorac, powyzej przyltozyliSmy do aktualnego stanu przeksztalcenie bedace
produktem ¢ macierzy Hadamarda H i ¢ macierzy identyczno$ciowych I. Jednak
warto patrze¢ na to intuicyjnie, jako na przylozenie bramki Hadamarda do
kazdego kubitu oddzielnie, bo takie jest wlaénie znaczenie produktu tensorowego.

Nastepnie w algorytmie przyktadamy do wszystkich drutéw bramke, ktora liczy
funkcje f : c? - ¢ (czyli z 2¢ kubitéow w 2¢ kubitéw) taka, ze
f(1a)|0%)) = |a)|z* mod n).
Przypomnijmy, ze x to nasza wylosowana liczba ze zbioru {1,...,n —1}.
Na rysunku obwéd obliczajacy funkcje f oznaczamy przez Oy. Sprawdzenie,
ze obliczenie funkcji f jest unitarne oraz ze da sie je zrealizowaé¢ obwodem
o wielomianowej liczbie malych bramek, nie jest specjalnie trudne. Tutaj jednak
pominiemy szczegbly. A wiec po przejéciu przez bramke Oy stan jest nastepujaca

superpozycja:
q—1

1 a

—Ja)|z® mod n).
aZ:O \/al )| )
Teraz wykonujemy pomiar na drugim segmencie, czyli na drugich ¢ kubitach.
W wyniku pomiaru zmierzona zostaje jaka$ (nie wiemy z gory jakal)
warto$é |x® mod n). Przy czym nie wiadomo wcale, czy na pierwszych ¢
kubitach jest warto$¢ s. Moze by¢ rowniez tak, ze jest tam warto$é¢ s + r,
gdyz 257" = 2% - 2" = 2° - 1 = 2° mod n. Podobnie moze byé tam wartosé
s+ 2r, s+ 3r, ... Tak jak po kazdym pomiarze, teraz stan uktadu jest
superpozycja tych stanéw bazowych sprzed pomiaru, ktore sa zgodne z pomiarem.

W dalszej czesci rozwaza si¢ dwa przypadki. Pierwszy, gdy r | ¢, jest latwiejszy,

a drugi, gdy r { ¢ trudniejszy. My przyjrzyjmy sie pierwszemu, bo idea jest w obu
przypadkach podobna, tylko w drugim jest wiecej szczegdtéw technicznych.

W tym przypadku z pomiarem z® mod n (dla 0 < s < r) zgodne sa wartosci

$,8+1r,s+2r,...,s+ (¢ —r) na pierwszych ¢ kubitach. Zatem po pomiarze stan
uktadu na pierwszych ¢ kubitach jest postaci
1 (q/r)—1

NG Z |s + jr).

Wida¢ teraz, ze r jest jakoS zwiazane ze stanem ukladu. Pytanie tylko, jak je
z niego wydoby¢. Jesli zmierzymy po prostu warto$é tych kubitéw, to otrzymamy
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pewng liczbe s + jr, ktéra bedzie jaka$ liczba ze zbioru {0,...,q — 1}, wiele
nam nie powie. Nie znamy przeciez s, zeby méc obliczy¢ jr, a tym bardziej nie
znamy j, zeby obliczy¢ z jr warto$é r. Musimy wiec postepowaé inaczej.

Tu w sukurs przychodzi nam dziedzina, ktéra wielu Czytelnikom zapewne wcale
nie kojarzy sie z faktoryzacja liczb pierwszych. Przyjrzyjmy sie jeszcze raz
naszemu pytaniu, z nieco innej strony. Mozemy pomysle¢ o naszej superpozycji
jako o ciagu wartosci |a), dla ktérych przy wiekszosci jest wspétezynnik 0,

ale dla niektérych niezerowy wspoélczynnik —A—. Te wartosci o niezerowych

Valr

wspotczynnikach powtarzaja sie co r i chcemy odkryé¢, z jakim okresem to robia.
Wréémy na chwile do $wiata niekwantowego i zastanéwmy sie, co nalezy robic

w takich sytuacjach, jak znalezé okres pewnego okresowego zjawiska. Zauwazmy,
ze nasze ucho robi to przez caly czas. Dzwiek, ktory styszymy, rozklada sie
bowiem na wiele sktadowych o réznych czestotliwosciach. Ucho wladnie rozklada
dzwiek na sktadowe, ktére wygladaja jak sinusy i kosinusy. To, co robi, nazywa

si¢ w matematyce transformata Fouriera. Okazuje sig¢, ze kazda funkcje okresowa
da si¢ roztozy¢ na nieskonczona sume sinuséw i kosinuséw. Podobnie robi sie, gdy
mamy sygnal, ktory nie jest ciagly, lecz dyskretny. Tylko, ze wtedy rozktadamy na
skoniczong sume prébkowan kosinusow. Czytelnik Zapoznany Z Algebra Liniows,
moze sobie wyobrazaé¢ oba przeksztalcenia jako wyrazanie funkcji okresowej (badz
jej prébkowania) po prostu w innej bazie, zlozonej z sinuséw i kosinuséw (badz ich
prébkowan). Ciekawostka moze byé, ze ta sama transformata jest wykorzystywana
w innych miejscach informatyki, np. w formatach jpeg lub mpeg.

A wige w $wiecie kwantowym, jesli chcemy odnalezé co§ w stylu okresu w naszym
stanie, tez powinnismy zastosowaé transformate Fouriera, tylko ze kwantowa.
Szczesliwie rzeczywiscie istnieje kwantowa transformata Fouriera (QFT — quantum
Fourier transform), ktéra okazuje sie unitarna i daje si¢ zaimplementowaé za
pomoca wielomianowej liczby podstawowych bramek kwantowych. Przylozenie jej

do naszej konfiguracji \/% Zg_q:/g)*l |s + jr) na wyjsciu daje wspdlezynniki przy
a/r

odpowiednich okresach. Dostajemy pewna superpozycje Zg;é ¢;l7). Okazuje sig,
ze dla przypadku gdy ¢ | r wspdlczynniki ¢; sa niezerowe jedynie dla j bedacych
wielokrotno$ciami ¢/r. A wiec mozemy teraz wykonaé¢ pomiar i jesteSmy pewni, ze
otrzymali§my jaka$ wielokrotnosé ¢/r. Gdy wykonamy wiele (ale wielomianowo
wiele) takich pomiaréw i wezmiemy minimum albo nwd, to obliczymy z duzym
prawdopodobiefistwem ¢/r. A zatem poznamy réwniez i rzad r, co koficzy nasza
opowiesc.

Czytelnikom Zainteresowanym Szczegétami polecamy oryginalny artykul Petera
Shora dostepny pod adresem: arxiv.org/abs/quant-ph/9508027.

Kwantowe wyzarzanie ,,klasycznej” optymalizacji

Komputer D-Wave, opisywany w tym
artykule, nie realizuje standardowego

modelu obliczen kwantowych ze stron 1-3.

Realizuje tak zwany model
adiabatycznych obliczen kwantowych,
ktory — cho¢ jest koncepcyjnie zupelnie
inny — to jest (wielomianowo)
réwnowazny obliczeniowo modelowi
standardowemu.

Konrad JALOWIECKI, Barttomiej GARDAS,
Jerzy DAJKA, Marcin MIERZEJEWSKI

Wstep

Wydaje sie, ze moc, szybkos¢ obliczeniowa wspodtczesnych komputeréw,
bazujacych na krzemie, osiaga swoje plateau wynikte z ograniczen natury
materiatowej. Jednoczeénie w wielu dziedzinach zycia codziennego, poczynajac
od préb unikania korkow w planowanej podrézy, poprzez minimalizacje
kosztochtonnosci produkcji az po liczne zaawansowane zagadnienia badawcze
z zakresu teorii sterowania, staramy sie optymalizowaé nasze postepowanie.
Wobec wspomnianych ograniczen sprzetowych pozostaje nam poszukiwanie
nowych algorytmoéw dla optymalizacji lub zupelnie nowych paradygmatow
obliczeniowych — byé¢ moze kwantowych?

12



