Migawka informatyczna

Paradoks Russella

W miejscowoéci M jest fryzjer, nazwijmy go superfryzjerem,
ktory strzyze tych i tylko tych mieszkancéw miejscowosci,
ktorzy nie strzyga siebie samych. Czy superfryzjer strzyze
siebie samego? Chwila namystu pokazuje, ze obie mozliwosci
sa wykluczone: nie moze on strzyc siebie samego, bo strzyze
tylko tych, ktorzy siebie sami nie strzyga; gdyby za$ sam
sie nie strzygt, to musialby sie strzyc, bo strzyze wszystkich
tych, ktérzy sami sie nie strzyga. A zatem, superfryzjer nie
moze istnieé¢! Pokazemy jak z powyzszego faktu otrzymac
rézne twierdzenia matematyczne, odpowiednio definiujac
mieszkancéw miejscowosci M oraz to, kto kogo strzyze.
Czesé¢ tych wynikéow byla opisana w artykule Wojciecha
Czerwinskiego (Delta 10/2016) poswigconym metodzie
przekatniowej, bardzo blisko zwigzanej z paradoksem
Russella.

Paradoks Russella. Bertrand Russell uzywal historii

o fryzjerze, by ilustrowaé nastepujacy problem dotyczacy
podstaw matematyki, odkryty przez niego w 1901 roku,

i majacy wielki wplyw na rozwdj tej dziedziny. Czym jest
zbiér? Chcielibyémy, by elementami zbioréw mogty byé inne
zbiory; na przyktad, okrag to zbiér punktéow na ptlaszczyznie,
i mozna rozwazaé zbiér wszystkich tych zbioréw, ktoére sa
na plaszczyznie okregami o promieniu 1. Ogélniej, mozna by
oczekiwac, ze dowolne okreslenie postaci ,,zbior wszystkich
zbioréw o wlasnosci P”, gdzie P jest precyzyjnie okreslona
wlasnoscia zbioréw, definiuje pewien zbiér. Pokazemy, ze
tak by¢ nie moze. Mieszkanicami M niech beda wszystkie
zbiory, i powiemy, ze zbiér x strzyze zbidr y, jezeli y nalezy
do z. Brak superfryzjera oznacza tyle, ze okreslenie ,,zbior
wszystkich zbioréw, ktére nie naleza do siebie samych” nie
moze okresla¢ zadnego zbioru.

Twierdzenie Cantora. Paradoks Russella byl zainspirowany
dziesieé lat starszg metoda przekatniowa Georga

Cantora. Cantor zastanawial si¢, ktore zbiory sg
przeliczalne, tzn. wszystkie ich elementy mozna wypisaé

w nieskonczonym ciggu x1, 2, xs, ... Oczywiscie, zbior

liczb naturalnych {1,2,3,...} jest przeliczalny, ale tez zbiér
liczb wymiernych w przedziale (0, 1) tez jest przeliczalny:
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réwniez zbior wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny
(éwiczenie dla Czytelnika). Z kolei, zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych, nawet tych w przedziale (0, 1), nie jest
przeliczalny, co wlasnie wykazal Cantor, i my teraz znowu
wykazemy. Kazda liczba rzeczywista z przedziatu (0,1) jest
okresdlona przez nieskonczony ciag cyfr, np. 0,14451323...
(przy czym nie rozwazamy zapiséw, ktére od pewnego
momentu maja same cyfry 9).

Niech c1,¢2,c3, ... bedzie ciggiem liczb rzeczywistych

z przedziatu (0, 1). Zdefiniujmy liczbe = € (0, 1) nastepujaco:
jej n-ta cyfra to 1, jesli n-ta cyfra liczby ¢, jest réwna 0,

i 0 w przeciwnym przypadku. Wykazemy, ze x nie pojawia
sie w ciagu: gdyby z = ¢ dla pewnego k, to k byloby
superfryzjerem w miejscowosci M zamieszkalej przez liczby
naturalne, w ktorej m strzyze n wtedy, i tylko wtedy, gdy
n-ta cyfra liczby ¢, to 1. Sprzecznosé.

Twierdzenie Turinga. Wybierzmy swoj ulubiony jezyk
programowania, np. Java, C+-+, Pascal czy Python

(w oryginalnym dowodzie z 1936 r. Alan Turing uzyt
bardzo prostego ,jezyka”, zwanego dzi§ maszyng Turinga).
Kod Zrédlowy programu jest to napis (uzywajacy znakéw
dostepnych na klawiaturze komputera), ktory jest zgodny
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ze skladniag wybranego jezyka. Rozwazmy programy,
ktérych kod zrédlowy jest szczegdlnej postaci (*): pierwsza
wykonywana instrukcja jest ,,wczytaj napis N wprowadzony
przez uzytkownika”, potem nastepuje ciag instrukcji

bez interakcji z uzytkownikiem, a ostatnia instrukcja
programu jest wypisanie stowa ,koniec”. Z punktu widzenia
nie$miertelnego uzytkownika, ktéry uruchamia taki program
i wprowadza napis N, sa dwa mozliwe scenariusze: albo
program po pewnym czasie napisze ,koniec” — méwimy
wtedy, ze program akceptuje napis N — albo nigdy nic nie
napisze, tzn. ,zawiesi si¢”. Dla wielu programoéw, wynik
dziatania na danym napisie N bardzo tatwo przewidziec.
Mozna by pokusi¢ si¢ o napisanie programu @, ktory dostaje
na wejéciu kod Zrédtowy dowolnego programu P postaci ()
oraz napis IV, po czym napisze ,wiesza si¢”, jezeli program P
sie wiesza dostawszy na wejéciu N, oraz napisze ,,akceptuje”
w przeciwnym przypadku. Twierdzenie Turinga, ktére teraz
udowodnimy, mowi, ze taki program () nie moze istniec.
Gdyby istnial, to skonstruowalibysmy program F ktéry,
dostawszy kod dowolnego programu P, akceptuje go wtedy,
i tylko wtedy, gdy program P uruchomiony na wejéciu P si¢
wiesza, co mozna stwierdzi¢, uruchamiajac program @ na
parze P, P. Wtedy F byltby superfryzjerem w miejscowosci
M zamieszkalej przez kody zrédtowe postaci (), w ktérej P
strzyze K jedli program P akceptuje K. Sprzeczno$c.

Twierdzenie Godla o niezupelnos$ci. W uproszczeniu,
ten wynik z 1931 r. mowi, ze istnieje zdanie, ktorego

ani nie da sie dowies¢, ani dowies¢ jego zaprzeczenia.
Wywnioskujemy to z twierdzenia Turinga. Przez zdanie
rozumiemy napis spetniajacy pewne proste wymagania
sktadniowe. O dowodach zakladamy jedynie tyle, ze istnieje
program komputerowy, ktéry dostawszy napis K oraz
napis Z odpowiada w skoniczonym czasie ,,poprawny” badz
»hiepoprawny”, w zaleznosci od tego, czy K jest poprawnym
dowodem zdania Z. Dodatkowo, kazde zdanie, ktére ma
dowdd, jest prawdziwe.

Przypusémy, ze dla kazdego zdania Z albo istnieje

jego dowodd, albo dowdd zdania ,nieprawda, ze 77,
oznaczanego —Z. Napiszemy program @, ktéry dziata
nastepujaco. Rozwazmy zdanie Z ,program P akceptuje
napis N” oraz jego negacje —Z. Wezytaj na wejéciu kod
zrédlowy programu P oraz napis N. Jezeli Z ma dowdd,

to napisz ,akceptuje”, a jezeli =Z ma dowdd, to napisz

L Wwiesza sie”. Zeby stwierdzi¢, ktéry przypadek zachodzi,
program @ przeszukuje wszystkie (coraz dluzsze) napisy,

i dla kazdego z nich sprawdza, czy jest dowodem Z badz —Z.
7 naszych zatozen wynika, ze w skonczonym czasie znajdzie
dowdd albo Z, albo =7, i ze opisany program () poprawnie
przewiduje zachowanie programu P na wejéciu N, przeczac
twierdzeniu Turinga. Musi wiec istnie¢ zdanie, ktore nie

ma dowodu, ani ktérego zaprzeczenie nie posiada dowodu.
7 kolei, z twierdzenia Godla o pelnosci z 1929 roku, takie
zdanie nie jest ani prawdziwe, ani nieprawdziwe — jest
niezalezne od przyjetych aksjomatéw. Wiecej o tym mozna
znalezé w moim artykule w Delcie 1/2017.

Inne zastosowanie w informatyce. W zloZonosci
obliczeniowej mierzy sig, jak ,,skomplikowana” jest wlasnosé
liczb naturalnych, tj. ile krokéw musi wykonaé¢ program, by
stwierdzi¢, czy dana liczba ma te wltasnoéé. Przyktadowo,
wlasnosé ,liczba parzysta” jest mniej skomplikowana niz
wtlasnosé ,liczba pierwsza”. Metoda przekatniowa pozwala
wszystko znacznie bardziej skomplikowaé.
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