Dlaczego problem P Z NP jest tak trudny?

Réwnowaznie definiuje si¢ P jako zbiér
probleméw rozpoznawalnych przez
deterministyczne maszyny Turinga

w czasie wielomianowym, a NP jako zbiér
probleméw rozpoznawalnych przez
niedeterministyczne maszyny Turinga

w czasie wielomianowym.

Wojciech CZERWINSKI

24 maja 2000 roku Instytut Matematyczny Claya oglosil liste siedmiu
Probleméw Milenijnych, czyli zagadnien, ktore zostaly uznane za najwazniejsze
otwarte problemy matematyczne opierajace si¢ rozwiazaniom od lat. Wsréd
nich byl jeden problem zaliczany do informatyki teoretycznej, o ktérym

wielu Czytelnikéw zapewne styszalo. Chodzi oczywiscie o tytulowy problem:
,Czy P = NP”? Jest on powszechnie uznawany za najwazniejsze pytanie
informatyki teoretyczne;j.

Problem nazywamy decyzyjnym, jesli odpowiedZ to ,tak” lub ,nie” (a nie np.
liczba). Klasa P (od Polynomial time) zawiera te problemy, ktére dadza sie
rozwiaza¢ w czasie wielomianowym. Definicja klasy NP (od Nondeterministic
Polynomial time) jest nieco bardziej zlozona. Powiemy, ze problem L nalezy

do NP, o ile dla kazdego mozliwego wejscia w, na ktére odpowiedz jest ,,tak”,
istnieje swiadek tej pozytywnej odpowiedzi v, co najwyzej wielomianowo wigkszy
niz w, taki, ze gdy dostaniemy pare (w,v), to mozemy w czasie wielomianowym
potwierdzi¢, ze istotnie odpowiedZ na w to ,tak” Intuicyjnie wiec P NP pyta
mniej wiecej, czy kazdy problem, dla ktérego mozna sprawdzi¢ poprawnosc
odpowiedzi szybko (w czasie wielomianowym), mozna réwniez rozwiazaé
szybko (w czasie wielomianowym). Juz w latach 50. problem ten pojawial sie

w dyskusjach, ale precyzyjnie zdefiniowal go w 1971 roku Stephen Cook. Od tej
pory jest otwarty, mimo ze naprawde wiele osob prébowalo go rozwiazac.

Dlaczego jednak uwazamy ten problem za az tak wazny i ciekawy? Przeciez
jest wiele starych problemoéw, ktérych nikt jeszcze nie rozwiazat. Mozna na

to pytanie odpowiedzie¢ na kilka sposobéw. Po pierwsze, jest bardzo wiele
praktycznych probleméw, o ktérych wiemy, ze naleza do klasy NP, jednak

nie znamy dla nich zadnego algorytmu wielomianowego. Czesto rozwazanym
przykladem jest tzw. problem komiwojazera, w ktérym mamy dany graf

o n wierzcholkach (reprezentujacych miasta), a na kazdej krawedzi liczbe, ktéra
oznacza, ile czasu potrzebuje komiwojazer, aby przejechaé¢ miedzy tymi wlasnie
miastami. Pytanie brzmi, czy moze on objecha¢ wszystkie miasta i wréci¢ do
domu w zadanym czasie (lub szybciej). Latwo zauwazy¢, ze istotnie nalezy on
do NP, swiadkiem jest tutaj samo rozwiazanie, czyli cykl o wystarczajaco
malym czasie przejazdu. Innym przykladem, waznym w dalszej czesci artykutu,
jest problem spelnialnosci formul (znany jako SAT od angielskiego satisfiability
— spelnialnosé). Rozwazamy w tym przypadku formuly logiczne zawierajace

n zmiennych: x1,...,x,. Mozemy zatozy¢, ze formula jest zawsze koniunkcja
klauzul C;, czyli postaci C1 A ... A C). Kazda klauzula natomiast jest alternatywa
zmiennych x; lub ich negacji —z;. Przykladowa formula wyglada wiec tak:

(mx1 Vg VazVay) A(xaV-oxgVoxg) A(zy V-oae) A (e Vg V). Pytanie
brzmi, czy istnieja takie wartodci z1,...,x, € {0, 1}, dla ktérych formula jest
prawdziwa. W naszym przykladzie istnieja: sa to, na przyklad, z; = z3 =1
oraz o = x4 = 0. SAT nalezy do NP, bo swiadkiem spelnialnosci jest tu po
prostu takie warto$ciowanie zmiennych, ktore spelnia formule. A wiec, tak

jak i wezesniej, $wiadkiem jest obiekt, o ktérego istnienie pytamy. Jest to
czeste zjawisko, ale wcale nie zawsze Swiadek musi by¢ takiej postaci. Wiele
praktycznych probleméw da sie przepisaé jako problem spelnialnosci formuty
powyzszej postaci, wiec bardzo przydatne byloby umieé rozwiazywac je

szybko, najlepiej w czasie wielomianowym. Niestety, nie znamy takich metod,

a najlepsze znane algorytmy dzialaja w czasie wykladniczym. Znaczy to, ze

nie sa istotnie lepsze od bezmys$lnego podstawiania wszystkich mozliwych

2™ wartosci na zmienne x;. Co ciekawe, oba powyzsze problemy sa NP-zupelne,
co oznacza, ze kazdy inny problem z klasy NP da si¢ przeformulowaé na SAT
albo na problem komiwojazera niewiele (co najwyzej wielomianowo) wiekszej
wielkosci. Oznacza to, ze gdybysmy umieli rozwiazaé jakis problem NP-zupelny
(np. SAT), to wszystkie inne problemy z klasy NP rozwiazaliby$my réwniez
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Wiecej o zwigzkach problemu P = NP
z kryptologiag mozna przeczytac

w artykule Tomasza Kazany,

w poprzednim numerze Delty.

Rozwigzanie zadania M 1546.
Udowodnimy, ze taka liczba n nie istnieje.

Przyjmijmy oznaczenie f(z) = z?+x+1.
Bezposrednio sprawdzamy, ze dla
dowolnego = zachodzi rownosé
2

F@)f(w—=1) = f(z7).
Ponadto, jezeli x jest liczbg catkowity
rézng od 0, to

2% < f(z) < (x +1)%,
wige f(x) nie jest kwadratem liczby
catkowitej.

Udowodnimy, ze dla kazdego n > 1
zachodzi réwnosé

[ @0 = s,
k=1

co w polgczeniu z obserwacja
z poprzedniego akapitu zakonczy dowdd.

()

Przeprowadzimy dowéd indukcyjny. Dla
n = 1 réwno$é (x) jest spelniona.
Przypusémy, ze zachodzi ona dla pewnego
n > 1; wéwczas

n+1 n

[T @ = r@uen ] ] #tan =
k=1 k=1

= f(ant1)f(al) =
= flant1)f(antr —1) =
= f(ani1),

co oznacza, ze (k) zachodzi réwniez dla
n + 1. To konczy rozwigzanie.

w czasie wielomianowym (poprzez sformulowanie w postaci SATa, a potem
rozwiazanie go). A to oznaczaloby, ze P = NP. Ta wlaénie cecha probleméw
NP-zupelnych $wiadczy o ich znaczeniu: wystarczy rozwiazac¢ jeden z nich,
a wiemy, ze P = NP, z drugiej strony, oczywiscie, jesli tylko jeden z nich nie
nalezy do P, to P # NP.

Gdybys$my umieli rozwiazywaé SAT w czasie wielomianowym, to wiele
probleméw rozwiazaliby$smy duzo szybciej. To dobrze. Jednak bytyby tez zle
strony tej sytuacji. Wiekszoéé¢ szyfréw opiera sie na tym, ze pewne obliczenia
wymagajg duzo czasu i nie sa znane metody istotnie lepsze od sprawdzania
wszystkich mozliwych wartosci (jak wyzej dla wartodci zmiennych x;).

Gdyby jednak P = NP, to te obliczenia juz nie potrzebowalyby tyle czasu

i wiekszos¢ szyfréw przestalaby by¢ bezpieczna. To Zle. To kolejna motywacja
do zrozumienia, czy P = NP, czy tez nie. I to troche innego rodzaju, bo

w tym przypadku, jesli zrozumiemy, ze P # NP, to tez mamy zysk: wiemy, ze
niektére szyfry sa chociaz troche bezpieczne. Te dwie motywacje nie sa jedynymi
powodami, dla ktérych chcemy znaé odpowiedz. To tylko poszlaki, ze problem
jest naprawde wazny i fundamentalny. By¢é moze najwazniejsza przyczyna

jest przekonanie, ktore stoi u zrodel nauk podstawowych, Ze zrozumienie tak
istotnego problemu, niezaleznie od wyniku, moze skutkowaé nieprzewidywalnymi
wrecz korzy$ciami. Tak jak to bylo z odkryciem przez Watsona i Cricka, ze DNA
ma strukture podwdjnej helisy.

Dochodzimy teraz do pytania, o ktérym tak naprawde chce opowiedzieé, czyli:
skoro uwazamy ten problem za tak wazny i tylu ludzi bardzo sie stara, to
dlaczego wciaz jest nierozwiazany? Mozna by uznaé, ze jest to pytanie glupie:
jak to dlaczego — jest po prostu trudny. Nie pozostawajmy jednak na tym
poziomie odpowiedzi, bo historia jest duzo bardziej subtelna. Juz przez ponad
45 lat ludzie probowali rozwiazaé¢ problem, pewne metody rozwijaly sie, ale nie

udawalo sie nimi rozwiazaé¢ P Z NP. Wiec zadawali sobie pytanie: ,,dlaczego
nam sie nie udaje?”. I czesto tym sposobem dochodzili do wniosku, ze pewne
metody po prostu nie moga dziataé. Historia tych badan jest fascynujaca

i moze nam bardzo wiele powiedzie¢ o teorii zlozonosci, a takze chociaz troche
wyttumaczy¢, dlaczego P Z NP jest az tak trudny i jakie bariery stoja na
drodze.

Wszystko zaczelo sie w latach 70. Po tym, jak Cook zadal pytanie, matematycy
prébowali je rozwiazaé¢. Naturalng technika byla wtedy tak zwana metoda
diagonalizacji. Wiele pierwszych rezultatéw z teorii zlozonosci (czyli dziedziny
zajmujacej sie klasyfikacja probleméw na bardziej zlozone i mniej zlozone)
uzywa wlasnie tej metody. Uzyta jest np. w dowodach nierozstrzygalnosci
problemu stopu, twierdzenia (duzo starszego) o tym, ze liczb rzeczywistych

jest wiecej niz naturalnych, albo mniej znanych twierdzen o hierarchii czasowej
i pamieciowej. Niech jezyk bedzie zbiorem stéw nad pewnym ustalonym
alfabetem, czyli ciagéw liter z tego alfabetu. Rozwazmy maszyny, ktére dostaja
stowo, wykonuja jakie$ obliczenie i odpowiadaja ,tak” lub ,nie”, typowy
przyklad to maszyny Turinga, by¢ moze z jakimi$ ograniczeniami (jak dzialanie
w czasie wielomianowym). Zbiér stéw, dla ktérych maszyna M odpowie ,tak”,
nazywamy jezykiem tej maszyny, oznaczamy go L(M). Rozwazmy teraz

dwie klasy maszyn C; i Co. Aby wykazaé, ze maszyny z Cy opisuja pewne
jezyki, ktore nie sa opisywane przez maszyny z Cy, wystarczy wskazac¢ taka
maszyne M € Cs, ze dla dowolnej maszyny M’ € C; istnieje takie stowo w,

iz maszyny M i M’ potraktuja je inaczej (jedna z nich powie ,tak”, a druga
yhie”). Te wladnie metode nazywamy diagonalizacja. Okazuje sie, ze wigkszos$¢
dowodow, ktére uzywaja tej metody, podlega relatywizacji. Aby powiedzieé, co
to oznacza, opowiemy najpierw o wyroczni. Rozwazmy jakas wyrocznie O, ktéra
odpowiada ,,tak” lub ,nie” na pewne pytania poprawnie i za darmo. Mozemy
doda¢ maszynie mozliwos¢ zadawania pytan do takiej wyroczni. Przyktadowo
wyrocznia mogtaby odpowiadaé na pytanie, czy dana liczba jest potega liczby
pierwszej. Wida¢ wtedy, ze maszyna, ktéra miataby za zadanie stwierdzié, czy
dana liczba jest pierwsza, mialaby, byé¢ moze, utatwione zadanie, gdyby mogta
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pyta¢ taka wyroczni¢. Klase maszyn C z mozliwoscig korzystania z wyroczni O
oznaczmy przez C°. Powiemy, ze dowdd, iz maszyny z Co rozpoznaja wiccej
jezykéw niz maszyny z Cq, sie relatywizuje, jesli dla dowolnej wyroczni O ten
dowéd pokazuje réwniez, ze maszyny z CS rozpoznaja wiecej jezykéw niz
maszyny z CO. Jak powiedzieliémy, zasadniczo dowody uzywajace diagonalizacji
sie relatywizuja. I dlatego przetomem bylo twierdzenie, ktére w roku 1975
udowodnili Baker, Gill i Solovay. Pokazali oni, ze istnieje taka wyrocznia A,

ze PA = NP4 oraz taka wyrocznia B, ze PP # NPP. Oznacza to, ze zaden dowdd,
ktory sie relatywizuje, na pewno nie pokaze, ze P # NP (bo jest wyrocznia A)
ani ze P = NP (bo jest wyrocznia B). Jesli chcemy rozwiazaé P Z NP, to
musimy i$¢ inna droga.

Ten wynik spowodowal, ze spoteczno$é badaczy teorii ztozonosci zarzucita

metody diagonalizacji przy rozwiazywaniu problemu P Z NP. W zasadzie
stusznie, ale ruch ten byl, by¢ moze, zbyt radykalny. Mozna bowiem wyobrazié
sobie, ze diagonalizacja jest tylko jednym z argumentéw w dowodzie i wowczas
caly dowdd si¢ nie relatywizuje. W kazdym razie mniej wigcej w tamtym czasie
popularne zaczely byé obwody logiczne, to z nimi wiazano teraz nadzieje na

postep w kwestii problemu P Z NP. Obwéd logiczny o n wejéciach i jednym
wyjéciu oblicza funkcje f : {0,1}™ — {0,1}. Wszystko mozna zakodowaé jako
ciag zer i jedynek, natomiast jedynke na wyjséciu traktowaé jako odpowiedz
wtak” a zero jako odpowiedz ,nie”. A zatem obwdd logiczny jest dobra
alternatywa dla maszyn i mozna tez uzywaé go do opisu jezykéw. Pomiedzy
n wejéciami a wyjsciem obwdd ma bramki jednego z trzech typow: AND, OR
oraz NOT. Bramki AND i OR moga mieé¢ wiele wejsé¢, a wyjscie maja jedno,
na ktérym zwracaja koniunkcje (AND) lub alternatywe (OR) wejéé. Bramka
NOT ma jedno wejscie i jedno wyjscie, na ktéorym wypuszcza zanegowane
wejscie. Mozna sktadaé¢ z tych bramek dowolnie skomplikowane funkcje, na
rysunku przedstawiono obwéd dla funkeji xor : {0,1}% — {0, 1}, ktéra zwraca
sume wejsé modulo dwa. Co prawda, kazda funkcje mozna opisaé pewnym
obwodem (Ambitnego Czytelnika zachecamy do wykazania tego faktu), ale
juz gdy ograniczymy pewne parametry obwoddw, to nie wszystkie funkcje
dadza si¢ opisaé i sytuacja staje si¢ znacznie ciekawsza. Przykladowo jeden

z wazniejszych wynikéw tamtego okresu (1983 rok) to dowdd, ze ciag funkceji
xor : {0,1}" — {0, 1}, ktére zwracaja sume wej$é modulo dwa, nie moze by¢
opisany ciggiem obwodéw (dla coraz wiekszej liczby zmiennych) o stalej
glebokosci, czyli dlugosci najdiuzszej Sciezki od wejsécia do wyjscia (czyli xor
nie nalezy do klasy AC?). Tego typu rezultatéw niemozliwosci dowodzono
wtedy wiecej i wierzono, ze postep w tych technikach moze doprowadzi¢ do
wykazania, ze P # NP. Oczekiwany dow6d mialby podazaé mniej wiecej

po nastepujacej linii: 1) definiujemy jaka$ sprytna miare skomplikowania
funkcji boolowskiej, 2) wykazujemy, ze miara funkcji SAT (czyli przypisujace;
kodowaniom zero-jedynkowym spelnialnych formul jedynke, a reszcie zero)
lub jakiej$ innej funkcji z klasy NP jest duza, 3) pokazujemy, ze wszystkie
obwody wielomianowej wielkosci opisuja funkcje o malej mierze. Poniewaz
wiemy, ze kazda funkcje z P mozna zapisa¢ wielomianowym obwodem (w takim
obwodzie mozna zakodowaé algorytm wielomianowy, ktory jest wykonywany
przez bramki), to punkty 1)-3) pokazywalyby, ze P # NP.

Niestety, (a moze raczej na szczescie) i tu pojawila sie nieoczekiwana trudnosé.
W roku 1994 Razborov i Rudich przedstawili swoja prace na temat ,,dowodéw
naturalnych”, w ktérej pokazywali, ze takiej miary nie mozna zdefiniowacé,

o ile tylko prawdziwa jest powszechnie uznawana za prawdziwa hipoteza

na temat istnienia pseudolosowych funkcji. Gtéwne idee ich dowodu, mimo,

ze przetomowego i bardzo pomystowego, dadza sie pokrétce naszkicowaé.
Autorzy pokazali tez, ze wszystkie wezesniejsze dowody réznosci klas ztozonosci
korzystaly z pewnych wlasnoéci funkcji, ktore to wlasnosci nazwali naturalnymi.
Powiemy, ze wlasnos$é ¢ funkcji jest naturalna, jesli spelnia trzy warunki:

i) co najmniej 1/2" funkeji f : {0,1}" — {0,1} spelnia ¢, ii) jesli f spelnia ¢,
to nie ma obwodu wielomianowej wielkosci, ktéry ja opisuje, iii) spelnianie ¢
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Rozwigzanie zadania M 1547.
Oznaczmy S$rodek okregu wpisanego

w tréjkat ABC przez I, a punkt
symetryczny do niego wzgledem prostej
AB przez J — wéwczas czworokat AIBJ
jest rombem. Niech ponadto

K = AENBI oraz L = BF N Al.

Zauwazmy, ze

XJBD + ¥xDBE = ¥xABI +2- xABC =
=36° +2-72° = 180°,

wobec czego punkty J, B, E sa

wspoétliniowe. Analogicznie dochodzimy

do wniosku, ze punkty J, A, F sa
wspélliniowe.

C

Z réwnoleglosci par prostych AI i BE
oraz BI i AF wynika, ze
IL 1B BK BE
— = — oraz —— = —.
AL AF IK IA
W polaczeniu z AD = AF, BD = BE
oraz 1A = IB otrzymujemy wiec
AD BK IL
BD IK AL
a zatem z twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Cevy dla tréjkata ABI
wynika, ze proste AK, BL, ID przecinaja
sie w jednym punkcie. Tym samym
punkt P lezy na prostej I D, co jest
réwnowazne tezie zadania.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1548.
OdpowiedZz: n = 29.

Przypusémy, ze pola tablicy
pokolorowano tak, ze kazdy kwadrat 2 x 2
zawiera co najwyzej dwa czarne pola.
Wowczas kazdy z 9 bialych kwadratéw

2 %X 2 oraz kazda z 3 szarych figur

o polu 3 na rysunku z lewej zawiera co
najwyzej 2 czarne pola, a ponadto kazdy
z 4 kolorowych kwadratéw jednostkowych
moze by¢ czarny. To oznacza, ze lacznie
w tablicy jest co najwyzej

9-243-2+44 = 28 czarnych pél.

Z kolei kolorowanie 28 pdl przedstawione
na drugim rysunku ma te wlasnoéé, ze
kazdy kwadrat 2 x 2 zawiera dokladnie
dwa czarne pola. To oznacza, ze szukana
najmniejsza warto$¢ n jest réwna 29.

daje sie obliczy¢ w czasie 2°(™) . Gwoli écistosci, definicja naturalnosci zalezy
jeszcze od tego, jakie klasy zlozonosci chcemy rozrézniaé, ale my tu skupimy
sie na powyzszej definicji. Gdyby$my chcieli realizowaé¢ plan naszkicowany

w poprzednim akapicie, to funkcja spelnialaby @, gdyby miata duza miare
skomplikowania — autorzy przedstawili przekonujace argumenty, ze dla

kazdej rozsadnej miary rzeczywiscie spelnione bylyby punkty i), ii), iii).
Niemniej jednak, co bylo gléwnym wynikiem pracy, o ile tylko istnieja funkcje
pseudolosowe, to nie istnieje zadna naturalna wlasnosé ¢ (a wiec nie uzyjemy
jej w dowodzie). Funkcje pseudolosowe to takie, ktére wygladaja jak losowe

z punktu widzenia obserwatora o ograniczonej mocy obliczeniowej. Idea
dowodu jest nastepujaca. Wezmy dowolna funkcje, kandydata na funkcje
pseudolosowa. Losowa funkcja spelnia wlasnoéé ¢ z prawdopodobienstwem

co najwyzej 1/2", co wynika z i). Natomiast funkcja pseudolosowa musi by¢
prosta w opisie, wiec ma obwéd wielomianowej wielkosci (z ii)), czyli spelnia ¢
z prawdopodobieristwem 0. A zatem z prawdopodobieristwem co najmniej 1/2"
wlasnos$é ¢ rozréznia funkcje losowa od naszej, a to, czy funkcja spelnia ¢,
mozna obliczy¢ w czasie 20" (z iii)). Wigc nasza funkcja nie jest pseudolosowa,
bo mozna ja odrézni¢ od losowej z sensownym prawdopodobienistwem

i w odpowiednio ograniczonym czasie. Nie ma wiec zadnej takiej — sprzecznosé
z powszechnie uznawana hipoteza. Razborov i Rudich w 2007 roku otrzymali
nagrode Godla za ten rezultat, przez wielu uznawany za najwazniejszy wynik

dotyczacy problemu P Z NP.

Roéwniez i ten wynik istotnie zmienit spotecznosé informatykow. Ludzie
odwrdcili sie od obwoddéw logicznych, przestali dowodzi¢ dolne ograniczenia

dla nich, bo jak pokazuje powyzszy wynik — nie tedy droga. By¢ moze znéw
zrobiono to zbyt pochopnie, a bariere nalezy raczej traktowaé jako drogowskaz,
ktoredy nie i$¢, tzn. zeby nie definiowaé naturalnych wlasnoéci w swoich
dowodach. Niedawno zaczeto stosowaé pewne techniki omijajace powyzsze
bariery i uzywajace algebry. Zeby zrozumieé idee, przyjrzyjmy sie szkicowi
dowodu wspomnianego wyzej faktu, ze xor nie nalezy do klasy AC’. Dow6d
bada, jak dobrze mozna przyblizyé¢ funkcje f : {0,1}" — {0, 1} wielomianem
wielu zmiennych nad cialem F3 o stopniu co najwyzej /n. Przez przyblizenie
mamy na mys$li zwrdcenie takiego samego wyniku w wiekszosci przypadkow.
Okazuje sie, ze kazda funkcje nalezaca do klasy ACY mozna przyblizy¢ calkiem
niezle, natomiast funkcji xor nie da si¢ przyblizyé dobrze. Akurat ten dowdd nie
omija bariery dowodéw naturalnych, ale stosujac podobne techniki uzywajace
wielomianéw niskich stopni nad skoriczonymi cialami lub pierscieniami,

mozna ominaé obie wspomniane bariery. Ale i ta technika ma ograniczenia;
niedawna praca Aaronsona i Widgersona z roku 2009 wprowadza nowa bariere
zwana algebraizacja. Jest to uogdlnienie relatywizacji. Inkluzja Cy C C; sie
algebraizuje, jesli C3' C O}, dla pewnej wyroczni A oraz wyroczni A, ktéra
powstala z A poprzez rozszerzenie z funkcji boolowskich do wielomianéw
niskich stopni nad skorficzonym ciatem (dla pierScieni to tez dziala). Jesli sie
algebraizuje, to pewnymi technikami bazujacymi na wielomianach niskich stopni
(tzw. algebraizujacymi si¢) nie da sie jej obali¢, podobnie jak fakt, iz NP4 = pA
pokazuje, ze technikami, ktére sie relatywizuja, nie da si¢ obali¢ inkluzji NP C P.
Autorzy wykazali tez, ze inkluzja NP C P si¢ algebraizuje, czyli techniki, ktére sie
algebraizuja, nie pozwola na jej obalenie. Oznacza to, ze pileczka poszukiwaczy
dowodu P # NP po raz kolejny zostata odbita.

Jaka jest przysztosé problemu P Z NP? Nie wiadomo. Wiekszosé badaczy
twierdzi, ze P # NP, ale sa tez powazani naukowcy, ktérzy twierdza, ze wrecz
przeciwnie, P = NP. Najprawdopodobniej niepredko si¢ to wyjasni, bo, jak
widaé, nie bez przyczyny problem ten trzyma sie dlugo, kolejne bariery rzucaja
nam ktody pod nogi. Musimy uzbroié¢ sie w cierpliwo$¢. Albo sami ruszy¢

do starcia z niedostepnym do tej pory problemem. Tylko pamigtajmy, ze

jesli zdecydujemy sie na to ostatnie, to nalezy wczesniej madrze i gruntownie
przygotowaé sie do ataku!
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