Jesli rozwazane ciata nie sg
rozszerzeniami Q, to twierdzenia Galois
pozostaja prawdziwe, a do niektérych
omawianych po drodze wynikéw
potrzebne jest zalozenie rozdzielczo$ci
rozszerzenia, co oznacza, ze zaden
wielomian rozkladalny w wigkszym ciele
nie moze mie¢ w nim wielokrotnych
pierwiastkow.
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wszystkie rozwazane ciala zawieraja Q, bycie cialem rozkladu wystarcza do
bycia rozszerzeniem Galois. Grupa Galois tego rozszerzenia ma 6 elementéw,
poniewaz dla rozszerzenia Galois liczba jej elementow musi byé¢ réwna
stopniowi rozszerzenia. Wiemy ponadto, ze automorfizm z grupy Galois moze
przeprowadzaé pierwiastki wielomianu o wspoélczynnikach z Q tylko na inne
pierwiastki tego wielomianu, czyli je permutuje. Wielomian =3 — 2 ma trzy
rozne pierwiastki, ktére mozna spermutowaé na 6 sposobéw. Ponadto kazda
permutacja wyznacza juz jednoznacznie automorfizm Q(+/2, (34/2), poniewaz
mowi, jakie maja by¢ obrazy generatoréw tego rozszerzenia. Wobec tego grupa
Galois G(Q(¥/2,¢3V/2)/Q) to grupa wszystkich permutacji tréjelementowego
zbioru!

Ponadto mozna sprawdzié, na przyktad badajac wlasnosci permutacji, ze jedyna
(nietrywialna) normalna podgrupa jest grupa cyklicznych permutacji trzech
elementéw. A wewnatrz Q(+/2, (3v/2) mozemy znalezé ciato Q(iv/3), poniewaz

V3= (V2 - GV2)/V2.
Okazuje sie, ze to doktadnie ciatlo punktéw statych podgrupy tréjelementowych

cykli, wiec rozszerzenie Q C Q(iv/3) jest Galois — co zgadza si¢ z faktem, ze
stanowi ono ciato rozkladu z2 + 3.

Jak to powigzac z klasyczng geometrig? W przypadku konstrukcji
geometrycznych kluczowym spostrzezeniem jest to, ze jesli z pewnego

zbioru punktéw umiemy za pomoca cyrkla i linijki otrzymaé¢ nowy punkt,

to jego wspélrzedne naleza do rozszerzenia algebraicznego stopnia 2™ ciala
zawierajacego wspolrzedne danych punktéw. Dzialanie cyrkla i linijki mozna
opisa¢ algebraicznie przez uklady réwnan stopnia co najwyzej 2, wiec kazdy
krok konstrukcji to rozszerzenie ciala o pierwiastek réwnania kwadratowego
(lub brak rozszerzenia, jesli nowe wspélrzedne juz naleza do ciala generowanego
przez wezesniejsze). Wobec tego, jesli mamy dany szescian o boku dtugosci 1, to
konstrukcja szescianu o dwukrotnie wiekszej objetosci wymagaltaby umiejetnosci
otrzymania odcinka o diugoéci /2. Ta liczba, jak wiemy, jest stopnia 3 nad Q,
co nie pozwala jej znalezé¢ sie w zadnym rozszerzeniu Q stopnia 2".

Jak wida¢, konsekwencje teorii Galois stanowia nawet bardziej wdzigczny
temat opowiesci niz jej podstawy, wiec o tym w Delcie juz byto, nawet nie raz!
Zainteresowanych rozwiazaniami pozostalych klasycznych probleméw odsytamy
wiec do artykutow Macieja Brynskiego O tym, co sie da, a czego sie nie da
rozwigzaé (Delta 9/2013) i Réwnania algebraiczne (Delta 9/2016).
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F 937. Cylindryczne naczynie jest zamknigte ttokiem M 1543. Znalezé wszystkie nieujemne liczby catkowite n,
o masie M i polu powierzchni S. Na gérnej powierzchni ~ dla ktérych kazda z liczb 9n + 16 oraz 16n + 9 jest
tloka, bez straty energii, podskakuje N kulek, kazda kwadratem liczby calkowitej.

o masie m < M. Wysoko$¢, na jaka podskakuje kazda ~ Rozwiazanie na str. 3

kulka, wynosi h, ciSnienie atmosferyczne jest réwne py.

M 1544. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa takie, ze

Ile wynosi ci$nienie gazu pod ttokiem? a b c e 44 S
+ 0 + = 1. Sprawdzi¢, ze wartos¢ wyrazenia
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F 938. Do sferycznego, metalowego Q b+ ¢ + c+a + a+b

naczynia o promieniu R, majacego
na gorze niewielki otwor, wpadaja

z wysokosci h > 2R naladowane
krople rteci. Masa kazdej kropli

wynosi m, a jej tadunek elektryczny

wynosi . Jaki bedzie kolejny
numer n ostatniej kropli, ktora
jeszcze wpadnie do naczynia?
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nie zalezy od wartosci a, b, c.
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A M 1545. Niech § bedzie takim podzbiorem zbioru N
dodatnich liczb catkowitych, ze dla kazdej pary z,y € S
réwniez x +y € S. Przypusémy, ze zbiér N\ S jest

R skoriczony i N\ § = {ay,as,...,a,}. Udowodnié, ze

- ai+ag+ ...+ a, <n’
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