Informatyczny kacik olimpijski (108): Hacker Cups and Balls

W tym miesiagcu oméwimy zadanie o zagadkowym tytule Hacker Cups and
Balls. Pojawilto sie ono na obozie w Petrozawodsku, przygotowujacym do
finatéw zawodéw ACM ICPC. Tres¢ opowiada o kubkach i kulkach. Jednak tak
naprawde mamy dana nieparzysta liczbe n oraz ciag A bedacy permutacja liczb
od 1 do n. Na wejsciowym ciagu A wykonano w podanej kolejnosci m operacji
sortujacych pewne przedzialy jego elementéw. Dla kazdej z operacji okreslone
jest, w jakim przedziale indekséw zostaly posortowane elementy oraz czy
zostaly posortowane rosnaco, czy tez malejaco. Musimy stwierdzié, jaka wartosé
znajduje sie na $rodkowej pozycji w ciagu po wykonaniu wszystkich operacji.

Poczatkowo chciatoby sie symulowaé caly proces, nie
zwazajac na fakt, iz wystarczy odzyskaé tylko jeden
element ostatecznego ciagu. Jednak nie tedy droga, jesli
nie chcemy straci¢é mnéstwo czasu na zaimplementowanie
rozwigzania.

Wezmy dowolna liczbe naturalna x i zastanéwmy sie,
czy potrafimy sprawdzi¢ czy szukany $rodkowy element
ciagu po m operacjach jest wiekszy niz x. Jesli uda
nam si¢ na pytania tego typu odpowiedzie¢ w czasie
O((n 4+ m)logn), to za pomoca wyszukiwania binarnego
rozwigzemy cale zadanie w czasie O((n 4 m)log®n).

Majac dany z, zapomnijmy o dokladnych wartosciach
elementéw ciagu A. Bedziemy po kolejnych operacjach
pamietaé tylko, ktore elementy ciagu A sa wigksze niz x.
Po pierwsze, zauwazmy, ze te informacje istotnie da sie
utrzymywac. Istotne jest tylko to, ile w sortowanym
przedziale jest elementéw wickszych niz x: tyle ostatnich
(pierwszych) elementéw przedzialu po posortowaniu
rosnaco (malejaco) bedzie wiekszych niz x, pozostate
natomiast beda mniejsze badz réwne z. Zakodujemy te
informacje jako ciag zer i jedynek — jedynka oznacza,

ze dany element jest wiekszy niz x. Nasze operacje
wygladaja wiec nastepujaco: sumujemy jedynki

w przedziale, a nastepnie podstawiamy na odpowiednim
jego podprzedziale jedynki, a na pozostalej czesci zera.

Istnieja rézne struktury danych, ktére pozwalaja
na zaimplementowanie takich operacji w czasie
O((n +m)logn).

Pierwszym przykladem takiej struktury jest drzewo
przedzialowe. W danym wierzchotku drzewa pamietamy
liczbe jedynek w odpowiednim przedziale bazowym.
Wystarczy ona do okreslania w czasie O(logn) liczby
jedynek w sortowanym przedziale. Potrzebujemy
ponadto operacji podstawienia konkretnej stalej na
wszystkich elementach przedziatu. Przy jej wykonywaniu,
po zaktualizowaniu wartosci w odpowiednich
przedzialach bazowych, informacje w ich potomkach
przestaja by¢ aktualne. Jednak zawsze na Sciezce

od korzenia do przedzialu bazowego z nieaktualna
wartoscia jest przedzial caly wypelniony zerami badz
caly wypelniony jedynkami.

Wystarczy wiec, ze zaimplementujemy drzewo w sposéb
rekurencyjny i zawsze, gdy napotkamy przedzial
bazowy, ktory zawiera same zera badz same jedynki,
aktualizujemy wartos¢ w jego dzieciach. W przypadku
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tego konkretnego zadania implementacja tego typu
drzewa okazuje sie jeszcze prostsza niz zwykle. Nie
musimy bowiem pamietaé¢ zadnych dodatkowych
informacji. To, czy przedzial jest caly wypelniony zerami
badz jedynkami, mozemy sami wydedukowaé z liczby
jedynek oraz dhugosci przedziahu.

Drugim podejsciem, by¢ moze prostszym ideowo, ale
wymagajacym wiecej ostroznosci przy szczegolach
implementacyjnych, jest utrzymywanie w strukturze
set z jezyka C++ ciggu przedzialéw zer oraz jedynek.
Jedna operacja sortowania agreguje i usuwa wszystkie
przedziaty, ktére przecinaja sie z sortowanym. Nastepnie
wstawia do struktury co najwyzej cztery nowe przedzialy.
Pierwszy i ostatni zawieraja odpowiednio prefiks
pierwszego i sufiks ostatniego agregowanego przedzialu
niemodyfikowany przez sortowanie. Dwa pozostale
zawieraja odpowiedniej dtugosci przedzialy zer oraz
jedynek powstale przez sortowanie. Aby przeanalizowacd
czas dzialania, musimy zamortyzowaé sumaryczny czas
usuwania elementow. Zauwazmy, ze w trakcie dzialania
algorytmu dodamy do struktury O(n + m) przedzialtéw,
wiec w sumie réwniez co najwyzej tyle usuniemy

i ostatecznie otrzymujemy ztozonosé O((n + m)logn)
na sprawdzenie jednej wartoéci x.

Te dwa rozwiazania wystarczaja juz do zaliczenia
zadania w trakcie konkursu. Jednak czysto teoretycznie,
w celach edukacyjnych, zarysujmy jeszcze rozwiazanie
odzyskujace caly ostateczny ciag i to w lepszej
zlozonosci czasowej O((n + m)logn). Pomys! bedzie
podobny do drugiej z naszych implementacji, ciag A
bedzie podzielony na przedzialy, z ktérych kazdy
bedzie jednym elementem struktury set. Kazdy z tych
przedzialéw bedzie odpowiadal monotonicznemu
fragmentowi ciagu A. Oprécz tego, jaka monotonicznosé
ma dany przedzial, bedziemy réwniez utrzymywac
dokladny opis zbioru jego elementéw na dynamicznym
drzewie przedzialowym. Okazuje sie, ze laczenie,

a w przypadku tego zadania i dzielenie takich
dynamicznych drzew przedzialowych, nawet w dos$é
bezposredni sposéb, niespodziewanie amortyzuje sie

do zadowalajacego czasu. Zachecamy Najwytrwalszych
Czytelnikéw do przeanalizowania tego fenomenu.
Wilasciwym potencjalem powinna okazaé sie sumaryczna
liczba wierzchotkéw we wszystkich dynamicznych
drzewach przedzialowych.
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