LXVIII OM

W LXVIII Olimpiadzie Matematycznej uczestniczyto 1495 uczniéw, zatem o 324 osoby
wiecej niz rok wezedniej, do zawoddéw stopnia drugiego zakwalifikowano 632 uczniéw,
a do zawodow stopnia trzeciego — 154 uczniéw. Zapewne wynika to z pojawienia

sie w pierwszym stopniu sporej liczby zadan stosunkowo tatwych, a juz na pewno
niewymagajacych szczegdlnego przygotowania. Dotyczy to réwniez zadania 4

z pierwszego stopnia, ktérego rozwigzania nadestaly 1152 osoby, w tym 707 poprawne
— zadania, ktore rozwiaza¢ mozna, po prostu stosujac popularne w szkotach metody
pozbywania sie wartosci bezwzglednych. To czasochlonne, ale w zadaniu domowym
wykonalne. Najtrudniejszym zadaniem sposréd rozwiazywanych w domu okazato

si¢ zadanie 11 (geometria ptaska) — rozwiazalo je 388 uczniéw. Najlatwiejsze byto

sem.edu.pl

Zawody okregowe byly znacznie trudniejsze niz rok wczesniej.

Najtrudniejsze bylto zadanie 6 (klasyczna teoria liczb).
Zaskoczyly mnie wyniki zadania drugiego (rozwiagzanie

ponizej) rozwiazanego przez 60 oséb, ponizej 10% startujacych

— spodziewalem sie znacznie wiekszej liczby poprawnych
rozwiazan. Do finatu dopusciliSmy tych uczniéw, ktérzy
uzyskali co najmniej 10 punktéw, co w zasadzie oznaczato
rozwigzanie dwéch zadan. Final tez nie byt latwy. Zadania
trzeciego nie rozwigzal nikt, choé¢ oczekiwalismy kilku
rozwigzan. Trudne tez bylo zadanie ostatnie, ktéoremu rade
daty trzy osoby, a zadaniu piatemu — oséb 9. Prawie wszyscy
ci, ktérzy rozwiazali zadanie 5, korzystali z poje¢ zwiazanych
z geometrig rzutowa, co w tym przypadku byto spodziewane.

zadanie 2 rozwigzane przez 1441 startujacych.

Ustalajac sktady reprezentacji Polski na Olimpiade
Miedzynarodowa i inne zawody, korzystaliSmy z wynikéw
zawodow okregowych, bo sam final nie rozréznial laureatéw,
ktérzy uzyskali 18 punktéw. Szesnastu finalistéw (okoto
10,5%) nie rozwiazalto zadnego zadania, w drugim stopniu
124 osoby otrzymaly 0 za wszystkie zadania.

Dodaé¢ wypada, ze wielu uczniéw zle zrozumiato zadanie
piate. Powinienem byt pomysle¢, ze zawodnicy moga tresé
(jednoznaczna dla zawodowego matematyka) zinterpretowaé
opacznie, co sie, niestety, stato, cho¢ czolowi zawodnicy tej
OM zrozumieli ja wtasciwie. Trudno mi powstrzymaé sie od
komentarza na temat geometrii.

Oto dowdd (gimnazjalisty!) bez
zalozenia, ze AD jest dwusiecznag.
MA=MB=1AB, NA=NC = 1AC,
S to érodek okregu opisanego na ABC.
SM || DP, SN || DQ, wigc

[MSP] =[MSD]i[QNS]=[NSD]. Stad
[AQSP] = [AMN] + [MDN] =

= [AMN] + [MCN]

Jesdli S lezy na PQ), to

[APQ] = [APSQ] = 1[ABC],

zatem [BCPQ] = $[ABC],

czyli [APQ] = [BCPQ)],

jesli S lezy wewnatrz AAPQ), to
[APQ] > 3[ABC],

jesli S lezy na zewnatrz AAPQ), to
[APQ] < $[ABC].

= [ACM] = 1[ABC].

Uczestnicy OM radza sobie z nia, gdy da sie co$ zauwazy¢ i otrzymac krotkie
rozwigzanie, czesto pomysltowe. Zdarza si¢ jednak, ze do gtowy nic nie przychodzi,

a czas goni. Prébuja wtedy rozwigzania analitycznego; na ogdt bez powodzenia. Tym
razem bylo inaczej.

Spéjrzmy na zadanie drugie z zawodow II stopnia ubiegtej OM.

W tréjkacie ostrokgtnym ABC dwusieczna kqta BAC przecina bok BC w punkcie D.
Punkty P i Q sq rzutami prostokgtnymi punktu D odpowiednio na proste AB i AC.
Dowiesé, ze pole tréjkata APQ jest réwne polu czworokgta BCQP wtedy i tylko wtedy,
gdy $rodek okregu opisanego na tréjkqcie ABC' lezy na prostej PQ.

Rozwiazemy je analitycznie, prawie bezmyslnie. Nalezy sensownie wybraé¢ uktad
wspéirzednych. Niech osia OX bedzie prosta AD i niech A = (0,0). Niech & > 0
bedzie wspoétczynnikiem kierunkowym prostej AC. Prostg AB opisuje wtedy rownanie
y = —kx. Niech B = (b, —kb), C = (¢, kc), gdzie b, ¢ > 0. Réwnaniem prostej BC jest:

kE(c+b)x + (b—c)y = 2kbe. Jedliy =0, to x = ficb, wiec D = (fﬁ,())
s . 2bc
Prosta prostopadta do AC, przechodzaca przez punkt D, ma réwnanie z + ky = 2 %

— _ 2bc : _ 2bc bek _ 2b
Gdy y = ke, to & = o)y Wiee @ = (<c+b><1+k2> (c+b><1+k2>) = emar -

. _ 2bc —2bck
Podobnie P = ((c+b)(1+k2)’ (c1b)(1+52)

) = (C+b)(i+k2)B. Roéwnaniem prostej PQ jest

wiec & = 7(C+b)2(bf+k2).

Srodek S okregu opisanego na tréjkacie ABC to punkt wspélny symetralnych
odcinkéw AB i AC, wiec prostych o réwnaniach = — ky = g(l +k?)

ixt+ky=35(1+ kz). Dodajac te réwnania stronami i dzielac wynik przez 2, otrzymujemy
T = M. Punkt S lezy na prostej PQ wtedy i tylko wtedy, gdy

c b k2 .
ey = S aayli (e + 0)*(1+ £%)* = 8be.

Pole trOJkacta PQA jest polowa pola trOJkacta BCA wtedy i tylko wtedy, gdy
= 1, wiec (c+b)*(1 + k?)* = 8be, co koticzy dowéd.

(c+b)(1+k2) (c+b)(1+k2)
Dodajmy, ze teza jest prawdziwa bez zalozenia, ze odcinek AD jest dwusieczna

kata BAC. Wystarczy, by punkt D lezal na odcinku BC, co kilkunastu uczestnikéw
OM udowodnito w czasie zawoddéw i od nich tego si¢ dowiedziatem w czasie omdéwienia
zadan po zawodach (patrz margines). Jak zwykle wéréd uczestnikéw olimpiady sa tacy,

ktorzy widza wiecej niz uktadajacy zadania.
Michat KRYCH
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