Przerwy w liczbach pierwszych
Wojciech CZERWINSKI

Wielu Czytelnikéw styszalo zapewne o twierdzeniu Czebyszewa, méwiacym,

ze dla kazdej liczby naturalnej n w przedziale (n, 2n| istnieje jakas liczba
pierwsza. Jednak juz jego dowdd nie jest tak znany. A szkoda, bo jest niebywale
elegancki i daje si¢ przesledzi¢ bez wiedzy spoza zakresu liceum. Ponizszy tekst
jest oparty na rozdziale ksiazki Dowody z ksiegi autorstwa Martina Aignera

i Glintera M. Zieglera.

Najpierw troche historii. W 1845 roku Joseph Bertrand sformutowal hipoteze
twierdzaca, ze ,,odleglo$é¢ od najblizszej liczby pierwszej nie moze by¢ wigksza
niz liczba, od ktérej zaczynamy poszukiwania”. Dlatego tez niekiedy omawiane
twierdzenie nazywane jest hipoteza Bertranda. Sam Bertrand udowodnil swoja
hipoteze dla liczb n < 3000000. W 1850 roku Pafnutij Czebyszew znalazl
pierwszy pelny dowéd dla wszystkich liczb naturalnych. My przedstawimy
dowdd autorstwa stynnego Paula Erdoésa, ktory publikujac go w 1932 roku, miat
zaledwie 19 lat.

Najpierw wykazemy prawdziwosé¢ twierdzenia dla liczb n < 4000. Zauwazmy, ze
nie musimy sprawdza¢ wszystkich przypadkéw, a wystarczy jedynie wskazaé ciag
liczb pierwszych, z ktérych kazda jest mniejsza niz dwukrotnosé poprzedniej.
Przyktadowy taki ciag to

2,3,5,7,13,23,43, 83,163, 317, 631, 1259, 2503, 4001.

Zajmijmy sie wiec dowodem dla n > 4000. W tym celu bedziemy przygladaé

si¢ liczbie (277) Oszacujemy ja z dotu i z gory. Nastepnie okaze sig, ze pray
zalozeniu, ze nie ma zadnych liczb pierwszych w przedziale (n, 2n], dojdziemy do
sprzecznosci.

Wykazmy na poczatek dosy¢ proste oszacowanie dolne. Dla dowolnego n > 1
zachodzi

£<)

2n
Jest tak, gdyz 4" = (2,?), a wartosé (2:) jest najwieksza sposréd 2n liczb:
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Przejdziemy teraz do oszacowania gérnego, ktére otrzymamy w kilku krokach.
Pierwsze oszacowanie, ktore bedzie nam pomocne za moment, jest samo w sobie
bardzo interesujace. Pokazemy, ze
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dla wszystkich n € N, n > 2, gdzie P(, j| to zbiér zawierajacy wszystkie liczby
pierwsze w przedziale (i, j]. Zauwazmy najpierw, ze wystarczy udowodnié ten fakt

tylko dla liczb pierwszych. Wowczas niech g bedzie najwigksza liczba pierwsza
nie wigksza niz n. Dostajemy
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Udowodnimy wiec (2) przez indukcje. Dla n = 2 mamy 2 < 4, wiec jest to prawda.
Aby wykonaé¢ krok indukeyjny, zalézmy, ze nieréwnosé (2) jest prawdziwa dla
wszystkich liczb pierwszych mniejszych od liczby pierwszej ¢ = 2m + 1. Mamy
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wynika z zalozenia indukcyjnego. Nieréwnos¢
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natomiast wynika z tego, ze wszystkie liczby pierwsze w P(m + 1,2m + 1] dziela
licznik (2m + 1)!, ale nie dziela mianownika n!(n + 1)!. Ostatnia nieréwnosé
(Q”Znﬂ) < 22 wynika za$ z tego, ze Eizg_l (> +1) = 22m+1 oraz dwa z tych

2m+1) i (2m+1) — (2m+1). F
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Przypomnijmy teraz twierdzenie Legendre’a, méwiace, ze w rozktadzie liczby

n! na czynniki pierwsze liczba pierwsza p pojawia sie dokladnie ) Lp%J razy.
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Latwo je udowodni¢, zauwazajac, ze w iloczynie 1-2-...-n dokltadnie % liczb jest

podzielnych przez p, doktadnie p% jest podzielnych przez p?, itd.

2n)! . . . :
2:) = (n,"g, 7 twierdzenia Legendre’a latwo wywnioskowad,

ze dowolna liczba pierwsza dzieli 512,"73,' w potedze doktadnie
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Dla dowolnych liczb a,b € N liczba L%‘IJ — 2L%J jest réwna albo 0, albo 1.

Dodatkowo dla p*¥ > 2n wartoéci Li—fj oraz [ ;x| sa réwne zeru. Zatem
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Przypomnijmy tez, ze (

otrzymujemy, ze liczba pierwsza p dzieli ( ) w potedze doktadnie

Mozemy wiec przejs¢ do wlasciwego oszacowania. Bedziemy si¢ zastanawiac, ile
razy rozne liczby pierwsze wystepuja w rozkladzie (27?) na czynniki pierwsze.
Zauwazmy najpierw, ze z (3) wynika, iz dla dowolnego p € P(1,n] potega r jest
taka, ze p” < 2n. A wiec w szczegdlnodci liczby pierwsze p > v/2n wystepuja tam
co najwyzej jeden raz. Istotne jest spostrzezenie, ze liczby pierwsze p spelniajace
%n < p < n wecale nie dziela n!. Jest tak, gdyz dziela zaréwno licznik (2n)!, jak

i mianownik n!-n! w potedze réwnej dwa. Otrzymujemy wiec
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W polaczeniu z (1) mamy
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Przypu$émy teraz, ze dla pewnego n € N zbiér P(n, 2n] jest pusty. Wéwczas z (4)

wynika, ze e
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gdzie druga nieréwno$é¢ wynika z (2). Przeksztalcajac, otrzymujemy
oraz
(5) 43n < (2n)\/ﬁ+1’
co, jak zaraz wykazemy, nie jest prawda dla n > 4000.
Korzystajac z nieréwnoéci k + 1 < 2F prawdziwej dla k > 2, mamy
(6) o = (V2n)¢ < (V2n)° +1)8 < 26V2n,
Dla liczb n > 50 dostajemy
921 < (2n)3(1+\/%) < 96 VZn3(1+VE _ 918 V2n(1+v3) _ 9209202 _ 220(2n)%

gdzie pierwsza nieréwnos$¢ wynika z (5), nastepna z (6), a ostatnia z faktu, ze

2
18 < 2v/2n dla n > 50. Mamy wiec 22" < 220@m)3 " covli 9n < 20(2n) %, czyli
(2n)3 < 20, czyli n < 4000. A zatem zbiér P(n,2n] nie moze byé¢ pusty dla liczb
n > 4000, co konczy dowdd twierdzenia Czebyszewa.
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