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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
735 (WT = 2,82) i 736 (WT = 2,08)

z numeru 2/2017
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Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czltonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 745, 746
Redaguje Marcin E. KUCZMA

745. Na obwodzie trojkata ABC leza cztery rézne punkty K, L, P, Q:
punkty K, L na boku AB, punkty P i @ odpowiednio na bokach BC' i C4;
przy tym odcinki AP, BQ, CK i CL maja jednakowg dtugosé. Udowodnié,
ze $rodki tych czterech odcinkéw leza na jednym okregu.

746. Dana jest liczba naturalna k > 2. Czy istnieje rosnacy ciag liczb
naturalnych (a,), ktérego zaden wyraz ani zadna suma skonczenie wielu jego
wyrazéw nie jest k-ta potega liczby naturalnej, a przy tym ciag ({L/(ﬂ ) jest
ograniczony?

Zadanie 746 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2017

Przypominamy tresé¢ zadan:

741. Niech W bedzie wieloScianem wypuklym, srodkowo-symetrycznym, i niech 7 bedzie ustalong
plaszczyzna, przechodzaca przez srodek symetrii. Przekrdj wieloScianu W plaszczyzna m jest zawarty
w kole o promieniu r. Udowodnié, ze przekréj wieloScianu W kazdg plaszczyzng, rownolegla do m,
jest zawarty w pewnym kole o promieniu r — lub poda¢ przyklad, pokazujacy nieprawdziwosé takiego

ze istnieje liczba catkowita
dodatnia s, mniejsza od p, dla ktérej réznica sp — \_«/S])JZ jest kwadratem liczby calkowitej

Patryk Jasniewski Gdansk 40,94

Marcin Matogrosz Warszawa 40,86

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,71

Roksana Stowik Knuréw 39,15 stwierdzenia

Adam Dzedzej Gdansk 39,12 . .

Jerzy Cislo Wroclaw 37,87 742. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci p = 4k + 1. Dowie
Krzysztof Maziarz Krakéw 37,45

Marcin Kasperski Warszawa 36,46 dodatniej.

Janusz Olszewski Warszawa 35,05

741. Banalny kontrprzyklad: szescian (o krawedzi a). Wezmy jego dwa
przeciwlegle wierzchotki A, B (kofice przekatnej dtugoéci ay/3 ). Plaszczyzna
m L AB, przechodzaca przez srodek O, tworzy w przecigciu z szeScianem
sze$ciokat foremny, ktorego wierzcholkami sg $rodki niektérych krawedzi
szescianu, lezace w odleglosci r = %a 2 od srodka O.

Przekrdj szeScianu plaszezyzna 7' ||m, przechodzaca przez trzy wierzcholki
(potaczone krawedziami np. z punktem A) jest tréjkatem foremnym o boku av/2.
Najmniejsze kolo, zawierajace éw trojkat, ma promien R = %a\/é > 7.

742. Liczba pierwsza p = 4k + 1 jest suma dwoch

kwadratéw (jedno z dobrze znanych twierdzen Fermata):

p = a® + b?; liczby calkowite a,b > 0 muszg byé
wzglednie pierwsze. Istnieja wobec tego liczby calkowite
z, y, dla ktérych ax 4+ by = 1, przy czym |z| < b, |y| < a
(latwe uzasadnienie przez algorytm Euklidesa).
Wykazemy, ze liczba s = 22 + y? ma wlasnodci,
o ktoére chodzi w zadaniu. Mamy bowiem oszacowanie
s < a?+b? =p oraz réwnosé

sp = (a® +0°)(2? +y*) = (az + by)® + (ay — bx)? =

=1+ (ay — bx)*.

Widaé z niej, ze /sp = |ay — bz|. W konsekwencji
sp— /3P |? =1; jest to niewatpliwie kwadrat liczby
calkowitej dodatnie;j.
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Uwaga. Zapewne innymi metodami takze mozna
uzyskaé teze zadania, niekoniecznie wzmocniona do
orzeczenia ,, ...jest kwadratem jedynki”. Pan Tomasz
Ordowski, ktory zadanie zaproponowal, zwrécil uwage
na ciag o wyrazach

a(n)=min{s € Z: s> 0,
Im e Z~ {0} : sn— [Vsn|?=m?},

obecny w OEIS (oeis.org/A245474). Nie jest trudno
wykazaé, ze dla liczb pierwszych postaci p = 4k + 3
zachodzi ré6wno$¢ a(p) = p; natomiast dla liczb
pierwszych p = 4k + 1 zachodzi nier6wnos¢ a(p) < p, i to
byta tre$¢ naszego zadania; autorem podanego dowodu
jest Robert Israel. (Dla liczb zlozonych ciag zachowuje
sie do$¢ kaprysnie).
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
634 (WT = 1,15), 635 (WT = 3,25)

z numeru 3/2017

Jan Zambrzycki Bialystok 38,38
Marian Lupiezowiec Gliwice 38,33
Tomasz Rudny Gliwice 37,68
Jacek Konieczny Poznan 29,80

Ryszard WozZniak Krakéw 28,77

Zadania z fizyki nr 642, 643
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

642. Pilka o promieniu R stabo uderza w $ciang i deformuje sig, jak pokazano
na rysunku 1. Deformacja x jest duzo mniejsza od promienia pitki i mozemy
przyjac, ze cisnienie powietrza w pilce nie zmienia sie podczas uderzenia.
Zaniedbujac sprezysto$¢ powloki, oszacowaé czas zderzenia pilki ze Sciana. Masa
pitki wynosi m, ciSnienie powietrza w pilce p, ciSnienie atmosferyczne py.

643. Uktad sktadajacy sie z dwéch kondensatoréw o tej samej pojemnosci
(C1 = Cy) i klucza K laczymy ze zrédlem napiecia o sile elektromotorycznej e
(rys. 2). Wielokrotnie zmieniamy polozenie klucza K, laczac kondensator C4
kolejno ze stykami A i B. Jak zmienia si¢ napiecie na kondensatorze Ca po
kazdym przetaczeniu klucza? Rozwazy¢ przypadki:

a) w chwili dolaczenia zrédla napiecia klucz znajdowal sie w polozeniu A;

b) w chwili dotaczenia zrédla napiecia klucz znajdowal sie w polozeniu B.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2017
Przypominamy tresé¢ zadan:

638. Uklad sktada si¢ z czterech jednakowych, lekkich pretéw o dlugosci I i lekkiej sprezyny

o dlugosci 21 (rys. 3). Prety polaczone sa przegubowo za pomocg malych kulek o jednakowych
masach. Uklad zamocowany jest w punkcie A i znajduje si¢ w polu ciezkosci. W stanie réwnowagi
prety tworza kwadrat. Znalezé czestosé malych drgan ukladu, przy ktérych punkt C porusza sie po
linii pionowej.

639. Lis biegnie po linii prostej ze stala predkoscig v;. Lisa goni pies, ktérego predkosé ma

stalg warto$¢ vs i skierowana jest caly czas na lisa. W chwili, gdy predkoéci v1 i v sa do siebie
prostopadtle, odlegtoéé¢ migdzy lisem a psem wynosi [. Jakie jest w tym momencie przyspieszenie psa?

638. Rozwazmy ruch ukladu w polozeniu opisanym katem « (rys. 4). Réwnania
ruchu punktéw B i C maja postac:

macy = mg — 2F; cos a,

map, = mg—+ Fy cosa — Fscos a,

mapy = Fy — Fisina — Fysina,
gdzie m jest masa przegubu, acy, Az, apy sa przyspieszeniami punktéw B i C,
F, = 2kI(1 — sin ) jest sila sprezystosci. Eliminujac z tych réwnan sily reakeji Fy
i Iy, otrzymujemy
(1) m(acs + @Bz — apy cos a/sina) = 2mg — (Fs cos a/sin av).
Wspoélrzedne potozen punktéw B i C' spelniajg zwiazki

ro =2lcosa, xp =lcosa, yg = lsina.
Stad ap, = ac./2. Dotychczasowe réwnania sa stuszne dla dowolnego kata «,
ograniczymy teraz nasze rozwazania do malych wychylen z potozenia réwnowagi,
gdy a = ap + Aa, Aa < ag, ag = m/4. Wtedy Ayp =l cos aAa = [ cos apAa,
Azc = =2lsinagAw, apy & —acy/2. W rozwazanym przyblizeniu lewa strona
réwnania (1) ma postaé L = 2mac,. W stanie réwnowagi ac, = 0, stad
(2) 2mg = F,(ap) cos ag/sin ag = 2kI(1 — v/2/2).
Prawa strona réwnania (1) ma postaé
P = 2kl(cos a /sin o — cosar/sinar) — 2kl(cos g — cosa) = 2klAa/sin® g — kAxzc.
Uwzgledniajac, ze Aa = —Axe/(20sin o), otrzymujemy réwnanie ruchu
punktu C dla matych wychylen z polozenia réwnowagi:
ace + Azc(1/sin® ag — 1)k/2m = 0,

gdzie zgodnie z (2) k/m = 2g/(1(2 — v/2)). Szukana czestoé¢ drgan wynosi

w=/8@vE - 1)/~ V)

639. Poniewaz predko$¢ psa ma stala warto$é, jego przyspieszenie jest
prostopadle do wektora predkosci i ma wartoéé a = v3/R, gdzie R jest
promieniem krzywizny toru w danym miejscu. W bardzo krétkim czasie At
wektor predkosci psa obraca sie o kat o dany wzorem o = vy At/R (rys. 5).

W tym samym czasie lis przebywa droge v1 At = «al, gdyz wektor predkosci psa
skierowany jest caly czas na lisa. Stad R = val/v;. Szukana wartos$¢ przyspieszenia
wynosi a = vyve /.
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