Informatyczny kacik olimpijski (107): Palindromiczny podciag

W tym miesigcu oméwimy zadanie Palindromic Subsequence, ktore pojawilo sie
na konkursie SRM 708 na platformie Topcoder.

Palindrom to stowo, ktore nie zmienia sie¢, gdy czytamy je od prawej do lewej,

np. ,kajak” lub ,abba”.

W zadaniu dane jest stowo s o dtugosci n (n < 3000) znakéw. Dla kazdego
indeksu ¢ mamy znalez¢é liczbe palindromicznych podciagéw s, ktore zawieraja
i-ta litere s. Wyniki nalezy wypisa¢ modulo (109 4 7).

Innymi stowy: dla ustalonego i mamy 2"~ ! sposobéw na usuniecie niektérych
z pozostatych n — 1 liter w s. Interesuje nas liczba sposobéw, dla ktérych
nieusuniete litery utworza palindrom (i-ta litera jest, oczywiscie, nieusunigta).

Zacznijmy od rozwigzania prostszego zadania — policzmy wszystkie
palidromiczne podciagi w danym stowie.

Zlym pomyslem jest przetwarzanie stowa od lewej do prawej, bo zapewne
musielibyémy doktadnie pamietaé¢ juz wybrany podciag, by pézniej wybraé
te same litery w odwréconej kolejnosci (by powstal palindrom). Zamiast
tego policzymy wynik dla kazdego przedziatu, zaczynajac od przedzialow

o dlugosci 1.

Niech in[i][j] oznacza liczbe palindromicznych podciagéw przedziatu [i, j]

(tzn. palindromicznych podciagéw podstowa zlozonego z liter s;, 8,41, ..

.,Sj).

Szczegoltem implementacyjnym jest decyzja, czy nalezy liczy¢ puste podciagi.
Zacznijmy analize od wstepnego wzoru (wcale nieprzypadkowo podobnego
do wzoru na liczenie sum prefiksowych w macierzy!):

inli][j] = inli + 1][j] + inli][j — 1] — in[i + 1][j — 1].

Dodajemy tu liczby palindromicznych podciagdéw
w przedziatach [i + 1, ] i [i,j — 1], po czym odejmujemy

te w przedziale [i + 1,5 — 1], bo policzyliémy je podwdjnie.

Policzyliémy w ten sposob wszystkie palindromiczne
podciagi, ktére wystepuja tez w ktéryms z krotszych
przedzialéw. Pozostaje jednak nieuwzgledniony
przypadek, gdy podciag zawiera i-ta i j-ta litere — taki
podciag nie wystepuje ani w [¢ + 1, j], ani w [i,j — 1].
Skoro i-ta i j-ta litera sa pierwsza i ostatnia litera

w przedziale, musza one by¢ rowne, by powstal
palindrom. Jesli tak rzeczywiscie jest, to do in[i][4]
powinnismy jeszcze dodaé infi + 1][j — 1], bo do kazdego
z podciagéw przedziatu [i + 1,5 — 1] mozemy teraz
dodac i-tg i j-ta litere z przodu i z tylu, co da nam nowy
dtuzszy palindrom.

Mowimy, ze w palindromie pierwsza litera jest
sparowana z ostatnia, druga z przedostatnia itd.
Zastanéwmy sie, jak dla pary indekséw i, (i < j)
policzy¢ takie palindromiczne podciagi, ktore
zawieraja indeksy ¢ i j, a ponadto w nich te dwie
litery sa ze soba sparowane. Musi zatem zachodzi¢
réwnosé s; = s;, a wzigte indeksy z przedziatu

[i + 1,7 — 1] musza tworzy¢ palindromiczny podciag.
Takich podciagéw jest dokladnie in[i + 1][j — 1].
Pozostaje nam jeszcze uwzglednié¢ liczbe mozliwych
zewnetrznych rozszerzen, a wiec policzy¢ liczbe
takich wyboréw, ze litery wziete na lewo od

(te z mniejszymi indeksami) odpowiadaja literom
wzietym na prawo od j. Te liczbe oznaczmy

przez out[i — 1][j + 1]. Za chwile pokazemy, jak ja
obliczaé.
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Niech out[i][j] oznacza liczbe palindromicznych
podciagdw, ktore zawieraja indeksy z przedziatéw [1, 1]
oraz [j,n], a takze takich, ze litery z [1, ] sa sparowane
z tymi z [j,n] (czyli te dwa przedzialy zawieraja po
tyle samo wybranych liter). Podobnie jak do liczenia
wartosci in, mozemy zaczaé¢ od rekurencyjnego wzoru:

out[i][j] = out[i — 1][§] + out[i][j + 1] — out[i — 1][j + 1],

po czym dodaé out[i — 1][j + 1], jesli s; = s;.
Uwzgledniamy tu podciagi, ktore zawieraja indeksy

z [1,i — 1] i [j, n] oraz podciagi, ktére zawieraja indeksy
z [1,i] i [j + 1,n]. Do obu tych grup podciagdéw naleza
takie, ktére zawierajg indeksy z [1,i — 1] i [j + 1, n],
wiec takie policzyliSmy dwukrotnie, co musimy odjac.
Dodatkowo, jedli litery s; i s; sa réwne, uwzgledniamy
podciagi, ktére je zawieraja.

Zauwazmy, ze w kazdym palindromicznym podciagu
zawierajacym i-tg litere, litera ta jest sparowana

z dokladnie jedna litera, ktéra musi by¢, oczywiscie,
réwna s;. By znalezé wynik zadania dla i, wystarczy
wiec przeiterowaé wszystkie indeksy j (i < jis; =s;)
i zsumowa¢ iloczyny out[i — 1][j + 1] - in[i + 1][j — 1]
(taki iloczyn jest réwny liczbie palindromicznych
podciagdéw, w ktorych indeksy i i j sa sparowane).

Zaréwno obliczenie tablic in i out, jak i konicowe
iterowanie par indekséw, ma zlozonoéé czasowa O(n?).
Tablice in i out maja rozmiar kwadratowy. Czytelnikowi
7 Ograniczong Pamiecia pozostawiamy zastanowienie sie
nad implementacja w pamieci liniowej.
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