C
k
A M B
Rys. 1
D, C
E =+
Mf=— """ N
A B
Rys. 2
M
D f f c
=0 P
A 1 B
Rys. 3

Zadania 2 i 3 pochodzg odpowiednio
z XII i XI gimnazjalnej Olimpiady
Matematycznej. Polecam tez artykut
w olimpijskiej gazetce Kwadrat nr 19.

Srodek przeciwprostokatnej
Joanna JASZUNSKA

Fakt (x). W trdjkqcie prostokgtnym Srodek przeciwprostokginej jest réwno
odlegly od wierzcholkow. Rowniez na odwrdt, jesli Srodek okregu
opisanego lezy na boku trojkata, to trojkqt ten jest prostokgtny.

Powyzszy prosty fakt okazuje si¢ bardzo przydatny w wielu zadaniach.

1. Dwa okregi, styczne zewnetrznie w punkcie C, sa styczne do prostej k
w punktach A i B. Wykaz, ze tréjkat ABC jest prostokatny.

2. Wykaz, ze jezeli przekatne pewnego trapezu sa prostopadle, to suma dhugosci
podstaw tego trapezu jest nie wigksza od sumy dlugosci jego ramion.

3. Wewnatrz kwadratu ABC'D wybrano taki punkt P, ze AP = AB oraz
XCPD =90°. Wykaz, ze DP =2-CP.

4. W tréjkacie ABC' $rodkowe poprowadzone z wierzchotkéw B i C' sg prostopadle
oraz AD jest wysokoscia. Wykaz, ze AD < %BC.

5. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw AC i AB odpowiednio
w punktach F i F. Punkt O jest érodkiem tego okregu, a punkt T jest symetryczny
do punktu F wzgledem punktu A. Wykaz, ze proste ET i AO sa réwnolegte.

6. Proste PA i PB sa styczne do okregu I' odpowiednio w punktach A i B. Punkt
F jest rzutem prostokatnym punktu B na Srednice AE okregu I'. Wykaz, ze srodek
odcinka BF' lezy na prostej EP.

Rozwigzania

R1. Niech M bedzie punktem przeciecia prostej k z prosta styczna do obu okregdw,
przechodzaca przez C (rys. 1). Wéwczas M A = MC = M B jako odcinki stycznych.
Teza wynika z faktu (x). O

R2. Oznaczmy odpowiednio przez M i N érodki ramion AD i BC trapezu, a przez
E punkt przeciecia jego przekatnych (rys. 2). Wéwezas na mocy nieréwnosci
trojkata MN < ME + NE = %(AD + BC), przy czym ostatnia réwno$é wynika

z faktu (x). Jednoczesnie w trapezie MN = 1(AB 4 CD), co koiiczy dow6d. [

R3. Tréjkat DAP jest réwnoramienny, gdyz AP = AB = AD (rys. 3). Ponadto
XADP =90° — xCDP = £ DCP. Niech M bedzie érodkiem boku C'D tréjkata
prostokatnego CDP. Wéwczas tréjkat CM P jest réwnoramienny i na mocy
powyzszej réwnosci katéw podobny do trojkata DAP. Stad DP/CP = DA/CM =
= DC/CM = 2, co konezy dowdd. O

R4. Niech M bedzie érodkiem boku BC, a S — srodkiem ciezkosci tréjkata ABC
(rys. 4). Wowczas AD < AM =3SM =3-1BC. O

R5. Trojkat EAF jest réwnoramienny, gdyz AE = AF jako odcinki stycznych
do okregu (rys. 5). Jego podstawa EF jest zatem prostopadia do dwusiecznej AO
kata FAF. Jednocze$nie AT = AF = AE, wiec z faktu (x) wynika, ze proste EF'
i ET rowniez sa prostopadle, co konczy dowdd. [

R6. Oznaczmy przez S punkt przecigcia prostych EP i BF, a przez T — punkt
przeciecia prostych EB i AP (rys. 6). Obydwie proste BF i AP sa prostopadle
do EA, wiec trojkaty EBF oraz ET A sa podobne i BS/SF = TP/PA. Wobec
powyzszego wystarczy dowiesé, ze P jest srodkiem odcinka T A.

Kat ABFE jest prosty (gdyz EA jest $rednica okregu), stad takze kat ABT jest
prosty. Odcinki PA i PB sa réwne jako styczne do okregu. Wobec tego punkt P
lezy na przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego ABT i zarazem na symetralnej
jednej z przyprostokatnych, jest wiec srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie,
czyli takze srodkiem boku T A, co konczy dowdd. [

Zadanie domowe

7. W czworoscianie ABC' D zachodzg réwnosci: xACB = XADB = 90°, AB = 10,
CD = 6. Wykaz, ze odleglto$é miedzy prostymi AB i C'D nie przekracza 4.
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