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Liczba podzialéw zbioru n-elementowego

na m rozlacznych podzbioréw nosi nazwe

liczby Stirlinga II rodzaju. Mozna te

liczbe obliczy¢ przy uzyciu wygodnej

rekurencji. Prawdziwa jest zaleznosé
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Konstrukcja przedzialu ufnosci dla
m = 15 i n = 25, na poziomie 90%.
Pionowe linie sg przedziatami

o prawdopodobieristwie (co najmniej)
90%. Przedzial dla r = 21 zostal
wyrdzniony tylko dla utatwienia
objasnien. Poziomy odcinek jest
przedzialem ufnosci.

O rybach i ufnosci
Wojciech NIEMIRO*

W poprzednim numerze Delty przedstawiliémy zgrabna metode szacowania
liczby ryb pltywajacych w stawie. Przypomnijmy do$wiadczenie, na ktérym

ta metoda si¢ opierata: najpierw towimy rybke, potem rysujemy jej kreske na
ogonku, nastepnie na kartce zapisujemy liczbe kresek, jakie widzimy na ogonku
trzymanej w rece rybki, po czym wrzucamy ja z powrotem do stawu i cala
procedure powtarzamy n razy.

Niech r bedzie (nieznana) liczba ryb plywajacych w jeziorze. Poprzednio
wykazaliSmy, ze prawdopodobienstwo uzyskania na kartce konkretnego ciagu x
wynosi g(x) (:)nm, gdzie m jest liczba jedynek w tym ciagu (tzn. liczba réznych,
zlowionych przez nas ryb), za$ g(x) jest czynnikiem niezaleznym od r. Wynika
stad, ze m jest statystykq dostateczng i zawiera cala dostepna nam informacje
o r. Niech P,(m) oznacza prawdopodobiefistwo wylowienia dokladnie m
réznych ryb. Nietrudno przekonaé sie, ze P.(m) = %{Z}, gdzie {"} jest
liczba podzialéw zbioru n-elementowego na m rozlacznych podzbioréw (na tyle
sposobéw mozemy zltowié¢ m réznych ryb przy n potowach).

Wybierzmy teraz ,mala” liczbe o > 0 (na przyklad o = 0,1) i zdefiniujmy
przedzial [mq(r), ma(r)] w nastepujacy sposéb:

m1—1

mq(r) = najwieksza liczba mq, taka ze Z P.(m) < a/2,
m=1

ma(r) = najmniejsza liczba mo, taka ze Z P.(m) < a/2.

m=mso+1
Wynika stad, ze
ma(r)

>

m=my (r)

(1) P.(my(r) <m < ma(r)) = P.(m)>1-a.

Nieréwnosé (1) méwi o tym, ze z ,,duzym prawdopodobiefistwem” 1 — « losowa
wielko$¢ m nalezy do przedziatu [mq(r), ma(r)], ktéry zalezy od nieznanego r. Na
rysunku pionowe odcinki przedstawiaja przedzialy obliczone dla o = 0,1 i réznych
wartosci 7 (od 1 do 50). Przykladowo, dla » = 21 mamy m4(r) = 11, ma(r) = 17
i P(11 <m < 17) =0,9600163.

Przedstawione zaleznosci wynikaja z patrzenia na nasz rysunek pionowo, czyli
dla réznych, ale ustalonych wartosci r. To jest punkt widzenia probabilisty.
Punkt widzenia statystyka jest poziomy. Rozpatrujemy ustalona (bo
zaobserwowana) warto$¢ m. Zdefiniujmy dwie zalezne od m liczby ,na osi
poziomej”:

r1(m) = najmniejsza liczba r1, taka ze ma(r1) = m,

ro(m) = najwieksza liczba ro, taka ze mq(re) < m.

Na przyktad, dla m = 15 mamy r;(m) = 16 i r2(m) = 44. Przedzial [16, 44] na
,wysokosci” m = 15 jest na rysunku 2 wyrdézniony.

Doszlismy teraz do najwazniejszego miejsca naszych rozwazan. Chwila
zastanowienia prowadzi do wniosku, ze nastepujace dwa warunki sa réwnowazne:

ri(m) <r < ro(m) oraz ma(r) <m < ma(r).

W istocie, wynika to z definicji r;(m) i z faktu, ze obie funkcje m;(r) sa
niemalejace, co nietrudno sprawdzi¢. Wynika stad zatem, ze dla kazdego r

(2) P.(ri(m) <r <re(m)) =1 —a

Nieréwno$é (2) méwi o tym, ze dla dowolnego r, przedzial [ri(m),ro(m)] zawiera
nieznana liczbe r z duzym prawdopodobienstwem. Ten przedzial mozemy
obliczy¢, bo znamy m. Wspaniale! Wré6¢émy do naszych przykladowych danych,
ktére pojawily sie na poczatku artykulu. Dla m = 15 (i ustalonego n = 25),
przypomnijmy, [r1(m), r2(m)] = [16,44]. A wiec wydaje sie, Ze nastepujace
stwierdzenie jest zgodne z tym, co bylo powiedziane.
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Réwnie bezsensowne jest stwierdzenie
»przedzial

[3,141592653589793238461,
3,141592653589793238462]

zawiera liczbe 7 z prawdopodobienstwem
co najmniej 0,90”. Albo zawiera, albo nie.
Chwilowo moge nie wiedzie¢, ktéra

z alternatywnych mozliwoéci zachodzi, ale
o zadnym prawdopodobieristwie nie
mozna moéwic! Jak sie zajrzy do
Wikipedii, to si¢ wyjasni.

W jezyku potocznym — ,,gdybanie”.

): Przedzial [16,44] zawiera nieznang liczbe r z prawdopodobieristwem
co najmniej 0,90.

Ale, ale, chyba si¢ zagalopowaliémy. Jesli liczba r nie jest zmienna losowa, to
powyzsze zdanie jest bezsensowne. Przedzial [16,44] albo zawiera r, albo nie. Jak
sie jezioro osuszy, to sie wyjasni. Bez osuszania jeziora musimy nasz wniosek
sformulowac inaczej.

(: Przedzial [16,44] jest przedzialem ufnosci dla nieznanej liczby r na poziomie
ufnosci 0,90.

Jedli o prawdopodobienstwie nie mozemy méwic¢, to zastepujemy termin
»prawdopodobienstwo” terminem ,ufnos¢”. Matematyczna definicja przedziatu
ufnosci jest nieréwnosé (2). Klopot w tym, ze prawdopodobienistwo

we wzorze (2) opisuje niepewnosé wyniku do$wiadczenia, w tym przypadku
wylowienia m réznych ryb, przed wykonaniem doswiadczenia (przed polowem).
Jak wiec interpretowaé przedzial [16,44] obliczony po wylowieniu m = 15 ryb?

e Przedzial ufno$ci na poziomie 1 — a jest to przedzial obliczony na podstawie
wyniku doSwiadczenia losowego w taki sposob, ze jesliby powtarzacé doSwiadczenie
wielokrotnie, to dla przynajmniej (1 — ) - 100% doswiadczen, przedzial obliczony
tg samqg metodg zawieralby nieznany parametr.

Zwrdéémy uwage, jaka role w interpretacji przedzialu ufnosci odgrywaja zdania
warunkowe i tryb przypuszczajacy. Jest to charakterystyczny dla Statystyka
sposob myslenia — po wykonaniu doswiadczenia losowego zastanawia si¢ on:

»z jakim prawdopodobienstwem to czy tamto by sie moglo zdarzy¢, gdyby nie to,
ze juz sie zdarzylo”.

Qw@

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1537. Dany jest siedmiokat foremny ABCDEFG o boku dlugoéci 1.
Przekatne BF' i C'G przecinaja sie w punkcie P. Znalez¢ dlugo$é odcinka PD.
Rozwiazanie na str. 13

M 1538. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita. Znalez¢é liczbe przedstawien
liczby n w postaci sumy pewnej liczby dodatnich catkowitych sktadnikéw,
posrod ktérych jest parzysta liczba liczb parzystych.

Rozwiazanie na str. 9

M 1539. Dana jest liczba n > 1 oraz pewien zbiér A = {a1,az,...,a,}
dodatnich liczb catkowitych. Na okregu wyrédzniono 2™ punktéw i kazdemu

z nich przyporzadkowano jedna z liczb ze zbioru A. Udowodnié, ze iloczyn liczb
znajdujacych sie na pewnym tuku tego okregu jest kwadratem liczby calkowitej.
Rozwiazanie na str. 77

Przygotowat Michal NAWROCKI

F 933. Pewien polaryzator przepuszcza k1 = 30% padajacej na niego wiazki
niespolaryzowanego $wiatla, a dwa takie polaryzatory, ustawione jeden za
drugim, przepuszczaja ko = 13,5% $wiatla. Ile wynosi kat o miedzy plaszczyznami
polaryzacji tych polaryzatorow?

Rozwiazanie na str. 1

F 934. Ile wynosi w przyblizeniu liczba czasteczek powietrza zawartych

w atmosferze ziemskiej? Przyjac¢, ze srednie ciSnienie atmosferyczne na
powierzchni Ziemi wynosi 1013 hPa, sredni promien Ziemi wynosi 6400 km,
$rednia masa czasteczkowa powietrza (azot i tlen) wynosi = 29 g/mol.
Skorzysta¢ z informacji, ze satelita krazacy wokét Ziemi na wysokosci 100 km
praktycznie nie napotyka oporu powietrza.

Rozwiazanie na str. 9
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