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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czltonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M . L, ,
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan Przypomlnamy tresé¢ zadan:
733 (WT =1,48) i 734 (WT = 2,11)

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2017

Redaguje Marcin E. KUCZMA

z numeru 1/2017 739. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R o nastepujacych wlasnosciach:
Patryk Jagniewski Gdanisk 40,94 e [f(z) — f(y)| < |z —y| dlaz,yeR;
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,43 X
Roksana Stowik Knuréw 39.15 e dla kazdej liczby a € R ciag (x,) okreslony wzorami zg = a, x, = f(z,—-1) (dlan=1,2,3,...)
Adam Dzedzej Gdansk 39,12 jest ciggiem arytmetycznym.

Marcin Malogrosz Warszawa 38,78

Kraysztof Maziarz Krakéw 35.37 740. Obliczy¢ kres dolny wartosci sumy

Jerzy Cislo Wroctaw 34,72 z Y z

Marcin Kasperski Warszawa 34,38 Y2422 22 ta? 2t y?

Janusz Olszewski Warszawa 30,15 gdy x, y, z moga by¢ dowolnymi liczbami dodatnimi, spelniajacymi warunek = +y + 2z = 1.
739. Niech f bedzie funkcja, spelniajaca 740. Ustalmy liczby z,y, z > 0 o sumie réwnej 1.
postawione warunki, i przyjmijmy, ze funkcja Funkcja t — 1/t jest wypukla w przedziale (0, 00).
g(x) = f(x) — x nie jest stala. Istnieja wiec Stosujemy do niej nieréwnosé Jensena dla tréjki
liczby a,b € R dla ktérych ¢ = g(a) > d = g(b). punktéw 1/(y? + 22), 1/(2% + 22), 1/(2? + y?)

W drugim z warunkéw, podanych w zadaniu, z wagami x, Yy, z
przyjmujemy a = xg i tworzymy ciag arytmetyczny T y Py -1
(zo,21,T2,...) = (a, f(a), ff(a),...). Skoro f(a) =a+ c, <y2 T2 + 22 4 22 + 22 +y2)

zatem x,, = a + nc (dla wszystkich n). Jednoczes$nie
flan) =xpe1 =a+ (n+1)c, czyli

(1) fla+nc)=a+n+1ec dla n=0,1,2,....
Analogicznie

(2) fb4+nd)=b+(n+1)d da n=0,1,2,....

W mysél pierwszego z podanych warunkow,

N

o(y® +2°) +y(2® +2%) + 2(2® +3%) =
zy(x +y) +yz(y + 2) + za(z + x)
=zy(l—2)+yz(l—z)+zz(l —y)
=ay+yz + zx — 3zyz.

Mozna przyjaé, ze © > y oraz & > z. Wowcezas x > 1/3

oraz

[f(a+nc) = f(b+nd)| < [(a+nc) = (b+nd)| = xy+yz+ze —3zyz =x(y + 2) +yz(1 — 3x) <
=la—b+n(c—d)] v+ 2) (1 )<1

Po lewej stronie wstawiamy wyrazenia (1), (2) s = B!

W ostatnim szacowaniu pierwsza nieréwno$cé staje

i dostajemy nieréwnosci

sie rownoécia tylko dla x = 1/3, za$ druga — tylko dla
3 -b De—d)| <]a—0 —d
3) o =b+(n+1(e—d) <la—btnlc—d) x = 1/2. Stad wniosek, ze

dla n=0,1,2,.... T Y z
Dla duzych n wyrazenia ujete w symbol wartosci Y2422 224+ a2 2?42
bezwzglednej maja warto$¢ dodatnia (bo ¢ —d > 0).
Mozna wiec opusci¢ moduly. Ale zaleznosé (3) — po
skasowaniu moduléw — redukuje sie do postaci ¢ —d < 0;

>4 dla z,y,z > 0.

Gdyby dopusci¢ trojki liczb x,y, z, wérdéd ktérych jedna
jest zerem, rozwazana suma nadal mialaby sens oraz
przyjelaby wartosé 4 dla x =y = 1/2, z = 0. Przy

SPrzecznose. zalozeniu, ze x,y, z > 0, wartos$é¢ 4 jest (jak widad)
W konsekwencji funkcja f(z) — x musi by¢ stala. nieosiggalna; ale jest granica badanej sumy np. dla
Jasne, ze kazda funkcja postaci f(x) = x + C spelnia x=y=(1-2)/2, gdy z — 0. Jest wiec jej kresem
wymagane warunki. dolnym.
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Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2016
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tresé¢ zadan:

636. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 mamy €9 > ;. Jaki tadunek przeptynie przez Zrédto
o sile elektromotorycznej €9 po zamknigciu klucza K7 Zakladamy, ze opér omowy cewki i opory
wewnetrzne zréodet sg réwne zeru. Dioda jest idealna, czyli jej opér w kierunku przewodzenia wynosi

zero, a w kierunku przeciwnym jest nieskoiiczenie wielki. Przed zamknigciem klucza kondensator byt

nienatadowany.

637. Mala metalowa kulka o masie m, zawieszona na niewazkiej przewodzacej nici o dtugosci [,
wykonuje male drgania z amplituda katowa oo w plaszczyznie pionowej, w jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji B (rys. 2). Linie pola magnetycznego sa prostopadle do plaszczyzny
drgani wahadla. Gdy wahadlo przechodzi przez polozenie réwnowagi, podlaczony zostaje do niego
za pomocy cienkich, wiotkich przewodéw kondensator o pojemnosci C. Czas kontaktu jest bardzo
krotki i mozna przyjaé, ze w tym czasie kondensator zostaje catkowicie naladowany. Znalezé nowsg

K L
— TN
_‘, € o= =+ g
amplitude¢ katows drgan wahadta.
Rys. 1

636. Rozwazmy najpierw obwdd przedstawiony na rysunku 3. Po zamknieciu

e1—L— ——==0 oraz

klucza w chwili ¢ = 0 natezenie pradu plynacego przez cewke i ladunek na
kondensatorze sa rowne zeru. Spelnione sa rownania

a  Q er o,
=t 7 =
i C qz T =0

gdzie w = 1/v LC. W obwodzie zachodza drgania harmoniczne. Natezenie
pradu plynacego przez cewke osigga maksymalna wartos¢, gdy znika
jego pochodna po czasie, napiecie na kondensatorze rowne jest wtedy sile

elektromotorycznej zréodla 1. Kondensator taduje si¢ dalej kosztem energii

pola magnetycznego w cewce. Gdy natezenie pradu I = d@/dt spada do zera,
tadunek na kondensatorze osiaga maksymalna warto$¢ Qumax- Zgodnie z zasada

2/ (2C), czyli maksymalne napiecie na

W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 dioda zaczyna przewodzi¢ prad, gdy

Rys. 2
K L
zachowania energii mamy €1Qnax =
e C kondensatorze wynosi 2¢;.
Rys. 3

napiecie na kondensatorze jest wieksze niz e9. Gdy €9 > 2¢1, przez zrédlo o sile

elektromotorycznej €y nie przeplynie zaden tadunek.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
630 (WT = 2,85), 631 (WT = 3,5)
632 (WT = 2,45), 633 (WT = 3,55)

z numeréw 1/2017 i 2/2017

4442,6 (12)
4442,22 (4)

Tarnéw
Poznan

Tomasz Wietecha
Michatl Kozlik

Marian Lupiezowiec Gliwice 38,33
Tomasz Rudny Gliwice 37,68
Jan Zambrzycki Bialystok 37,23
Jacek Konieczny Poznan 29,8

Ryszard Wozniak Krakéw 28,77

637. Kondensator taduje sie¢ podczas kontaktu z kulka,
bo miedzy koncami przewodzacej nici poruszajacej sie
w polu magnetycznym powstaje réznica potencjalow.
Zgodnie z prawem Faradaya, gdy wahadto przechodzi
przez polozenie réwnowagi, napiecie miedzy koncami nici
Wynosi

1 da  woBI?
(1) U=-BP— =2"

2 dt 2
gdzie wy jest predkoscia katowa wahadla w najnizszym
potozeniu. Otrzymujemy ja z zasady zachowania energii,
stosujac przyblizenie maltych katow
@) mw3l? mglad '

2 2

Podczas tadowania kondensatora czes¢ energii
kinetycznej wahadla zamienia sie na energie pola

=mgl(1 — cosap) =

elektrycznego w kondensatorze oraz wydziela sie
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Niech 1 < g¢ < 2¢1. Gdy napiecie na kondensatorze osigga wartos¢ e, prad
plynie przez diode kosztem energii pola magnetycznego w cewce zgodnie

z réwnaniem e — g9 = LdI/dt, czyli natezenie pradu maleje liniowo w czasie.
Do chwili, gdy jego warto$¢ spadnie do zera, napiecie na kondensatorze nie
zmienia sie. Oznaczmy przez g szukany ladunek przeptywajacy przez zrédto

o sile elektromotorycznej €3. Od chwili zamkniecia klucza do chwili, kiedy przez
diode przestaje ptynaé prad, przez zrédlo €1 przeptywa tadunek oC + ¢. Bilans
energetyczny dla calego procesu ma postaé e1(goC + q) = Ce2 /2 + qeo. Stad

- 060(251 — 50)

B 2(80 — 61) '
w postaci ciepla Q:
3) mc;%lZ B mule _ C’;]2 L.
Predko$é¢ katowa wahadla maleje do wartosci wy. Czas
kontaktu kulki z kondensatorem jest bardzo krétki,

mozemy wiec przyjac, ze napiecie U nie zmienia si¢
podczas ladowania kondensatora. Zrédlo tego napiecia
wykonuje zatem prace qU, gdzie ¢ = CU jest tadunkiem,
do jakiego natadowal sie kondensator. Stad

CcU? Cwil*B?
(4) 7+Q:CU2:“’0T.
Nowa amplitude katowa a; wahadta znajdujemy
z réwnania mgla? /2 = mw?1? /2. Uwzgledniajac (2), (3)
i (4), dostajemy

/ Cl2B?
a1 = a1l — —.
2m



