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Konkret? Jedno z najbardziej
podstawowych réwnan fizyki, réwnanie
dyfuzji (opisujace np. rozklad
temperatury), jest réwnaniem
rézniczkowym:

Oru(t, x) — Agu(t,z) = f(t,x).

Z wyjatkiem kilku przypadkéw mozemy je
rozwigzaé tylko w sposéb przyblizony, na
komputerze.

Rozklad naprezenn w kadtubie samolotu
poznamy tym lepiej, im gestsza bedzie
siatka punktéw. (gmsh.info).
Najmocniejszy komputer na Swiecie —
chinski Sunway TaihuLight — ma ponad
10 milionéw rdzeni obliczeniowych,
zamknigtych w 40 tysigcach procesoréw,
co daje nieprawdopodobng moc
obliczeniows, wynoszacag maksymalnie
100 petaflopéw (czyli 1017 dziatan
arytmetycznych na sekunde).

Dla poréwnania, najmocniejszy komputer
w Polsce znajdujacy si¢ w Krakowie, ma
okotlo 55 tysigcy rdzeni i moc okoto

2 petaflopow.

Dane z XI 2016, zob. www.top500.o0rg.

O superkomputerach pisaliémy

w Delcie 7/2017.

industry.ité4i.cz

30 lat addytywnej metody Schwarza
Piotr KRZYZANOWSKI*

Gotow jestem zalozy¢ sie, Czytelniku, ze wczeéniej o niej nie styszales.
Tymczasem pod tg malo medialna nazwa kryje sie¢ metoda, dzigki ktérej
wspolczesne superkomputery pracuja pelng para, prowadzac skomplikowane
symulacje. Laczy ona w sobie algorytmiczna efektywnosé z fizyczna intuicja,
a bez wgladu w jej matematyczny sens, by¢ moze, nigdy by$my jej nie poznali.

Miliony niewiadomych wokét nas

Kazdy wie, jak rozwiazywaé uklad dwoch réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi, np.

20 —y =1,

—r+2y=1.
Rozwiazanie ukladu trzech czy czterech réwnan réwniez nie powinno
sprawia¢ wigkszego klopotu — wszak tatwo sprowadzi¢ go do rozwiazywania
uktadu/uktadéw dwoch réwnan. Ale jesli musieliby$my rozwiazadé. .. uklad
miliona réwnan, z tyluz niewiadomymi?!

Skad biora sie tak wielkie uklady?

Precyzyjna prognoza pogody, wycena niektérych egzotycznych opcji finansowych,
modelowanie wzrostu komoérek nowotworowych lub rozwoju epidemii,
projektowanie ultranowoczesnych kosmetykow, rozwéj tanich zaréwek LED,

czy samochodéw o niskiej emisji — te przyktady mozna mnozy¢ — sa uzaleznione
od mozliwoéci przeprowadzenia ztozonych symulacji komputerowych modeli
matematycznych sformutowanych w jezyku réwnan rézniczkowych czgstkowych.

Aby rozwiazywacé takie rownania na komputerze, zwykle przybliza sie je

za pomoca zestawu wartosci na siatce punktéw (lub, w metodzie elementu
skoriczonego, przez zestaw proéciutkich elementéw). Jest intuicyjnie jasne, ze
jesli chcemy mie¢ dokladniejszy wynik, musimy wzia¢ pod uwage wiecej punktéw
siatki, czyli wyznaczy¢ wiecej wartosci. Niestety, gdy modelowany obiekt jest
trojwymiarowy, liczba potrzebnych punktow szybko rosnie: juz dla zwyczajnej
sze$ciennej kostki wziecie zaledwie 100 punktéow w kazdym kierunku daje

w rezultacie 100 - 100 - 100, czyli milion punktow, a tym samym — milion wartosci
do wyznaczenia!

Dziesiatki tysiecy procesoréw w szafie

Trudne zadanie obliczeniowe wymaga dostatecznie silnego komputera — najlepiej:
komputera réwnoleglego — czyli takiego, ktory sktada sie z wielu jednoczednie
pracujacych procesoréw. Wspédlczesna technologia przenosi réwnolegtosé

takze na poziom samego procesora, umieszczajac w jednym procesorze kilka
jednoczesnie pracujacych rdzeni obliczeniowych.

Jednak co innego mieé¢ potencjal obliczeniowy, a co innego méc go efektywnie
wykorzystaé. Sytuacja jest podobna jak w ogranym zadaniu o kopaniu studni:
jesli jeden robotnik kopie studni¢ w 10 godzin, to w jakim czasie wykopie ja
dwdch? A stu? A dziesie¢ tysiecy??? No wlasnie. .. rzecz w tym, ze wcale nie
jest latwo zréwnolegli¢ zadanie kopania waskiej studni. Dokladnie ten sam
problem mamy w obliczeniach numerycznych na wielkich komputerach: aby
mogly w pelni wykorzystaé¢ swoje mozliwosci, metoda kopania studni musi by¢
bardzo specyficzna — albo zadanie musi by¢ inne.

W niektérych przypadkach faktycznie tatwo sobie wyobrazié¢, jak mozna dobrze
podzieli¢ zadanie. Na przyklad, wyznaczajac rozklad naprezen w napedzie
roweru, lub temperatury we wchodzacym w atmosfere statku kosmicznym,
wystarczy podzieli¢ obiekt na mniejsze czedci i w kazdym kawalku niezaleznie
znalez¢ rozklad temperatury. Takie podejécie nazywa si¢ w numeryce
dekompozycjg obszaru.

Jednak w tym rozumowaniu jest haczyk: zeby znalez¢ temperature wewnatrz
kazdego kawaltka, trzeba tez znaé¢ temperature na jego brzegu... A skoro dla
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Problemem jest wykazanie istnienia
rozwigzania réwnania Laplace’a

w obszarze o skomplikowanym ksztalcie.
Oto zastosowanie naprzemiennej
metody Schwarza dla dwéch obszaréw:
rozwigzujemy na przemian réwnanie, raz
w pelnym kole, raz w calym prostokacie,
za kazdym razem uwzgledniajac brzegowe
wartoéci rozwigzania z sgsiedniego
obszaru. Zakladka (cze$é¢ wspélna
obszaréw) jest biata. Zbiezno$é
naprzemiennej metody Schwarza

w ogélnym przypadku udowodnit

P.L. Lions, pézniejszy laureat medalu

przecinajacych sie kawalkéw przyjmuje te same wartosci, to — na pierwszy rzut
oka — uniemozliwia niezalezne wyznaczenie temperatury na kazdym z nich.

Na szczedcie jest kilka sposobéw ominiecia tej trudnosci; jeden zostal
zaproponowany w 1869 roku (rzecz jasna, w zupelnie innym kontekscie) przez
niemieckiego matematyka, Hermanna Schwarza: zamiast poszukiwa¢ rozwiazania
wprost, nalezy do skutku je poprawiaé¢, wielokrotnie powtarzajac (czyli, méwiac
fachowo, iterujgc) ten sam schemat, ktéry obecnie nazywamy naprzemienna
metoda Schwarza (obok znajduje sie¢ jej opis).

Dwoéch panéw z otéwkami

Fieldsa.

Stosujac naprzemienna metode Schwarza i rozwiazujac zadanie na kolejnym
sasiednim kawalku, nalezy uwzgledni¢ swiezo wyznaczone wartosci z poprzednich
kawaltkdéw: tylko wtedy taka iteracja bedzie zbiezna. To jednak nie pozwala
szukaé rozwiazan na wszystkich kawaltkach jednocze$nie — i tym samym powaznie
psuje rownoleglosé algorytmu. . .

Przetom przyszedl w 1987 roku, gdy w raporcie Courant Institute dwéch

Nazwa tej metody: addytywna metoda
Schwarza, pochodzi stad, ze dodajemy
wszystkie kawatki poprawki rozwigzania.
Dociekliwy Czytelnik domy4li sie, ze
dodawanie odbedzie si¢ tylko na
zakladkach, wigc w duzym stopniu
réwnolegle.

uproszczenie metody.

matematykow: Maksymilian Dryja z Uniwersytetu Warszawskiego i Olof
Widlund z Uniwersytetu Nowojorskiego, zaproponowato zaskakujace

Rozwiazujmy zadania we wszystkich kawaltkach jednoczesnie, a warto$ci na

zakladkach bierzmy po prostu z poprzedniej iteracji! Na zakonczenie kazdej
iteracji kawalki rozwiazania sklejamy, dodajgc poprawki.

W ten sposéb najkosztowniejsza czesé¢ metody —
rozwiazywanie réwnania na kawatkach — moze wykonaé
sie w pelni rownolegle. Odwaga podejscia Dryji

i Widlunda polegala na tym, ze tak pomyélana iteracja
nie musi by¢ zbiezna do dokladnego rozwiazania,
jednak. .. to nic nie szkodzi. Bo nie bedzie wykorzystana
wprost do rozwiazywania réwnania, tylko jako potezny
akcelerator dla innej, prostej (i zazwyczaj bardzo
wolno dzialajacej) metody. Sprytnie laczac ze soba
dwie metody iteracyjne: wcale nie zbiezna oraz

kiepsko zbiezna, otrzymali — co zostalo udowodnione

w wymienionym wczeéniej raporcie — metode zbiezna,

i to bardzo szybko.

Trzeba dzialaé i lokalnie, i globalnie

W tej beczce miodu jest tyzka dziegciu, z czego juz
wtedy zdawali sobie sprawe Dryja i Widlund — i od razu
podali sposéb jej neutralizacji. Znéw latwiej bedzie nam
odwotaé sie do fizycznej intuicji.

Rozwazmy dlugi pret, ktéry podgrzewamy na

jednym z konicéw. Gdy podzielimy pret na K malych,
zachodzacych na siebie kawalkow i bedziemy prowadzié
iteracje addytywnej metody Schwarza, to informacja

o tym, ze pierwszy kawalek jest podgrzewany, dotrze
do ostatniego dopiero po K iteracjach — a przeciez
podgrzewanie preta z jednego konca zmienia jego
temperature wszedzie. Dlatego mozna spodziewad

si¢ — i faktycznie tak jest — ze nasza metoda bedzie
dziataé tym gorzej, im wiecej bedzie kawatkéw, na
ktore podzielimy interesujacy nas obiekt: bo wymiana
informacji miedzy odleglymi od siebie kawalkami bedzie
wymagaé coraz wiecej czasu.

Lekarstwem jest dodanie (w koricu to metoda
addytywna. .. ) mechanizmu przyspieszajacego transfer
informacji — cho¢by malo dokladnej — o zachowaniu

5

si¢ rozwiazania w kazdym z kawalkow obiektu. Jest to
konieczne, o ile chcemy zachowaé efektywnos¢ metody
takze wtedy, gdy obiekt zostaje podzielony na dziesiatki
tysiecy czesci, z ktorych kazda bedziemy rozwiazywaé na
innym procesorze.

Jedli Cig zaciekawila ta historia, wiecej o rozwoju metod Schwarza
mozesz przeczyta¢ w przegladowym, lecz technicznym artykule Martina
Gandera i Gerharda Wannera The Origins of the Alternating Schwarz
Method; www.unige.ch/~gander/preprints.php

Konstrukcja tego mechanizmu nie zawsze jest oczywista
i mimo ze przez ostatnich 30 lat wiele w tej sprawie

juz zrobiono, na horyzoncie wciaz pojawiaja sie nowe
pytania — takze dlatego, ze zmienia si¢ architektura
komputeréw réwnoleglych i zmieniaja sie zadania, jakie
chcemy rozwiazywac.

Liczba niewiadomych wcigz rosnie

Cho¢ w roku, kiedy metode wymyslono, za masywnie
réwnolegly uwazano kazdy komputer, ktéry mial az(!)
16 procesoréw, dzi$§ addytywna metoda Schwarza
pozwala rozwiazywac jedne z najtrudniejszych
probleméw obliczeniowych, gdy rutynowo uruchamia sie
symulacje na komputerach majacych tysiace procesordw.

Nieprzypadkowo nagrode Gordona Bella za rok 2016
(zob. awards.acm.org/bell) przyznano za
przeprowadzenie na najwiekszym komputerze

Swiata, Sunway TaihuLight, symulacji na potrzeby
prognozowania pogody, wymagajacej rozwigzywania
ukladéw réwnan zawierajacych az 770 miliardow
niewiadomych. Jej jadrem obliczeniowym byla. ..

(w wersji RAS, ktéra dodatkowo ogranicza komunikacje
miedzy procesorami) wlasnie addytywna metoda
Schwarza.

To oczywisty dowdd na to, ze nasza trzydziestolatka jest
wciaz pelna wigoru!



