O zastosowaniach Combinatorial Nullstellensatz

*Nauczyciel, V Liceum Ogélnoksztalcace
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

Przedstawiony dowdéd mozna znalezé

w pracy [3], ktérej autorem jest Mateusz
Michatek, zdobywca srebrnego medalu na
IMO w 2004 roku.
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Zadanie 6 z 48. Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej (IMO) z 2007
roku bylo jednym z najtrudniejszych w historii Miedzynarodowej Olimpiady
Matematycznej. Oto jego tresc.

Zadanie. Niech n bedzie dodatnia liczba naturalna. Przyjmijmy, ze
S={(z,y,2) : x,y,2€{0,1,...,n}, e +y+ 2z >0}
jest zbiorem (n + 1) — 1 punktéw w przestrzeni tréjwymiarowej. Wyznacz

najmniejsza mozliwa liczbe plaszczyzn, ktérych suma mnogosciowa zawiera S,
ale do ktoérej nie nalezy (0,0, 0).

Zadanie rozwiazalo tylko pieciu zawodnikéw: Konstantin Matwiejew z Rosji,
Peter Scholze z Niemiec, Danylo Radczenko z Ukrainy, Iurie Boreico z Motdawii
i Pietro Verteci z Wloch. W zasadzie tylko znajomosé¢ twierdzenia Combinatorial
Nullstellensatz (kombinatoryczne twierdzenie o rozmieszczeniu zer, nawiazujace
do twierdzenia Hilberta o zerach), ktéremu po$wiecony jest ten artykul,
umozliwiala szybkie rozwiazanie zadania. Noga Alon opublikowal swéj

artykul Combinatorial Nullstellensatz [1] w 1999 roku, a juz w 2007 roku

kilku uczestnikow IMO stosowato metode w nim opisana. Wspomniane
twierdzenie jest naturalnym uogélnieniem dobrze znanego uczniom twierdzenia,
ze wielomian jednej zmiennej stopnia n o wspoltczynnikach rzeczywistych ma

co najwyzej n pierwiastkow rzeczywistych, a jego tres¢ jest nastepujaca:

Twierdzenie (Combinatorial Nullstellensatz). Niech P(x1,%2,...,%n)
bedzie niezerowym wielomianem n zmiennych stopnia Z:':l mg, w ktorym
wspdlezynnik przy x't - - x' jest rézny od zera. Wowczas dla dowolnych zbioréw
S1y..., 8, C R spelniajacych warunki |S;| > m; dla 1 < i < n, istniejg takie

c; €5y, ze P(Cl., . ,C”) 75 0.

Dowdd. Przeprowadzimy indukcje ze wzgledu na stopienn wielomianu P.
Nietrudny dowdd poczatku indukeji (deg P = 1) pozostawiam Czytelnikowi
Spragnionemu Cwiczen jako ¢wiczenie.

Zalézmy teraz, ze k > 1, oraz ze teza zachodzi dla wszystkich wielomiandw
stopnia nizszego niz k. Niech wielomian P ma stopien k. Bez straty ogdlnosci
mozna przyjac, ze mp > 0. Wybierzmy a € S7. Podobnie, jak w przypadku
wielomianéw jednej zmiennej, mozemy podzieli¢ wielomian P przez wielomian
(z1 — a), otrzymujac

P(xy,...,2,) = (21 —a)Q(x1,...,2n) + R(x2,...,2p),

gdzie R(xza,...,x,) = P(a,za,...,x,) jest wielomianem n — 1 zmiennych,
natomiast ) musi zawiera¢ nieznikajacy jednomian postaci x{nl*lxg” ceexin
oraz deg @@ = k — 1. Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze wielomian P nie
spelnia tezy. Wowczas dla dowolnych as € Ss, ..., a, € S, zachodzi réwnosé

P(a,as,...,a,) =0, co oznacza, ze takze R(as,...,a,) =0.

Wybierzmy teraz dowolnie a; € S7 \ {a}. Otrzymujemy réwnodci:
0= P(ay,...,a,) = (a1 —a)Q(a1,...,a,) + R(az, ..., a,).

Poniewaz (a1 — a) # 0 oraz R(asg,...,a,) =0, wiec Q(ay,as,...,a,) = 0.
Wielomian @ ma stopien k& — 1 i niezerowy wspoélczynnik przy leflxg” ceegmn
oraz przyjmuje warto$¢ zero dla wszystkich a; € 51\ {a}, as € Sa, ..., a, € Sy,
co jest sprzeczne z zatozeniem indukcyjnym. Uzyskana sprzeczno$é konczy
dowdd indukcyjny. O

Ponizej przedstawie zastosowania Combinatorial Nullstellensatz do zadan
olimpijskich, aby w koncu pokazaé¢ rozwiazanie zadania z IMO z 2007 roku,
ktére bylo pretekstem do opowiedzenia o tej metodzie.

Zadanie (Rosja 2007). W kazdy wierzcholek wypuklego 2n-kata wpisano
dwie rézne liczby rzeczywiste. Udowodnié, ze mozna z kazdego wierzchotka
usunad¢ po jednej liczbie w taki sposob, aby liczby w kazdych dwéch sasiednich
wierzchotkach bytly rézne.
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Rozwigzanie zadania F 931.
Dla uzyskania dobrej izolacji cieplnej
nalezy zredukowac¢ przewodzenie ciepta
przez gaz znajdujacy si¢ pomiegdzy
Sciankami termosu. Przewodzenie ciepta
odbywa si¢ poprzez zderzenia czasteczek,
a wiegc ci$nienie gazu powinno byé
dobrane tak, aby $rednia droga miedzy
zderzeniami byla wigksza niz odleglosé
miedzy Sciankami. Zgodnie z réwnaniem
stanu gazu doskonalego pV =n RT,
gdzie V' oznacza objeto$é gazu, n liczbe
moli gazu, a T" temperature w skali
Kelvina. Liczba czasteczek gazu
w jednostce objetosci p =nNa/V.
Korzystajac z rownania stanu oraz
warunku A > d otrzymujemy:

< nr ~ 1,78 Pa =~

P V2ma2dN 4 ’

~1,34-10 2 mmHg

L. .3

Rozwigzanie zadania M 1536.
Zauwazmy, ze prosta Al, jako dwusieczna
kata miedzy ramionami tréojkata
réwnoramiennego BAE, jest prostopadla
do podstawy BE. Podobnie prosta BI
jest prostopadtla do prostej AD. Wobec
tego punkt I jest ortocentrum tréjkata
ABP, a zatem PI | AB.

Rozwigzanie. Niech S; (i = 1,...,2n) bedzie dwuelementowym zbiorem liczb
wpisanych w i-ty wierzcholek. Okredlmy wielomian P(z1,...,2,) =

= (z1 — x2)(x2 — x3) - - - (x2, — x1). Wielomian P jest stopnia 2n, wspélczynnik
przy wyrazeniu i - - - Top, kKtore jest stopnia 2n, jest rowny 2. Na podstawie
Combinatorial Nullstellensatz istnieja a1 € S1, as € Ss, ..., as, € So,, takie

ze P(ay,...,as,) # 0. To oznacza, ze kazda z réznic: (a1 — az), (az — ag), ...,
(agn — aq) jest rézna od 0, czyli istnieje taki wybdr liczb ze zbioréw Sy, ..., Sop,
7e a1 # ag,az # as,. .., a2, # ai. O

Zadanie (5th NIMO Winter Contest 2014). Zdefiniujmy taka funkcje £ : Z? — Z,
ze £(n, k) =1, gdy n < k oraz {(n, k) = —1, gdy n > k i zdefiniujmy wielomian

1000 /1000
P(l'la ce 75111000) = H (Z f(na k)u) .
k=1

n=1

Wyznacz wspolczynnik przy 1 - - - £1900 w wielomianie P.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze wielomian P jest stopnia 1000. Zalézmy,

ze wspoélezynnik przy xixs - - - 21900 jest rézny od 0. Zdefiniujmy zbiory

S1 =8 == 81000 = {—1,1}. Wéwczas korzystajac z Combinatorial
Nullstellensatz, otrzymujemy takie elementy ¢; € S;, gdzie i € {1,...,1000},

ze P(c1,...,c1000) # 0. Z drugiej strony sumy czesciowe Cy = ¢1, Co = ¢1 + ca,
C3 =c1 + co + c3, ... definiuja pewien ,spacer po liczbach catkowitych”, konczacy
sie na C' = Cggp. Liczba C musi by¢ parzysta, dlatego spacer ten w pewnym
momencie osiggnie C'/2, zatem dla pewnego k < 1000 zachodzi C), = C/2.
Oznacza to jednak, ze k-ty czynnik w definicji wielomianu P wynosi 0, co
przeczy stwierdzeniu P(cq, ..., c1000) # 0. Zatem wspdlezynnik przy 25 - - - 21000
musi by¢ réwny 0. |

Przejdziemy teraz do rozwiazania przytoczonego na poczatku artykulu zadania 6
z IMO 2007, ktére jest trudniejsze niz poprzednie zadania.

Rozwigzanie (Danylo Radczenko). Niech k € Ny i k < 3n. WeZzmy k parami
réznych plaszczyzn, ktérych suma mnogosciowa zawiera zbiér S i zadna z tych
plaszczyzn nie przechodzi przez punkt (0,0,0). Niech i-ta plaszczyzna bedzie
okreslona réwnaniem a;x + b;y + ¢;z = d;, gdzie a? + bf + cf %+ 0 oraz d; # 0.
Rozwazmy wielomian P postaci
k n
P(.’E,y,Z) = H (azm+b1y+czz - dz) -« H ({I? _])(y _])(Z _j)7
i=1 j=1
gdzie « jest tak dobrane, ze P(0,0,0) = 0. Wielomian P(z,y, z) przyjmuje
wartos$¢ 0 dla kazdego elementu nalezacego do zbioru S. Dla k < 3n wspdlczynnik
przy z"y"z" nie jest réwny 0, gdyz jest rowny « # 0. Dla zbioréw Sy = So = S3 =
={0,1,...,n} zachodza warunki: |S1| > n, |Sa| > n, [S3| > n, wiec na podstawie
Combinatorial Nullstellensatz istnieje taki punkt (a,b,c) € {0,1,...,n}3, ze
P(a,b,c) # 0. Zatem istnieje punkt (a,b,c) € S, dla ktérego P(a,b,c) # 0.
Otrzymalismy sprzecznosé. Wobec tego k > 3n.

Wystarczy jeszcze wskazaé przyklad 3n plaszczyzn, ktére spelniaja warunki
zadania. Sa nimi

r=1lLzxz=2,...,e=ny=1Ly=2,...,y=n,z2=1,2=2,...,z=n. U

Powyzsze zadanie jest pewna wariacja na temat problemu, jaki postawil Peter
Komjéth: ile potrzeba hiperptaszczyzn, aby pokry¢ wszystkie, z wyjatkiem
jednego, wierzcholki kostki jednostkowej w przestrzeni n-wymiarowej.
Rozwiazanie tego problemu pojawilo sie przed 1993 rokiem, ale dopiero Noga
Alon i Zoltan Furedi w 1993 roku w pracy [2] przedstawili krétkie i eleganckie
rozumowanie. Ponizszy dowdd pochodzi z pracy [1].

Twierdzenie. Niech Hy, ..., H,, bedzie rodzing hiperptaszczyzn w R™, ktorych
suma zawiera wszystkie, z wyjatkiem jednego, wierzcholki kostki jednostkowej,
czyli zbior {0,1}". Wowczas m > n.

Dowdd. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze usunietym wierzchotkiem jest
punkt (0,...,0). Niech hiperplaszczyzna H; dana bedzie réwnaniem (a;, x) = b;,
gdzie x = (x1,...,2,) 1 {(a,b) jest standardowym iloczynem skalarnym a i b. Dla
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kazdego i € {1, ..

P(z) = (~1)rm

.,m} zachodzi warunek b; # 0, gdyz zadna z hiperplaszczyzn
nie przechodzi przez punkt (0,...,0). Zalézmy dla dowodu nie wprost, ze m < n
i zdefiniujmy wielomian

m n m

1

j=1 i=1 i=1

Wielomian P ma stopien n i wspoélczynnik przy z; - - -z, réwny

(=) T s
j=1

zatem rézny od 0. Na podstawie Combinatorial Nullstellensatz dla
my=...=m,=1oraz Sy =...= 5, ={0,1}, istnieje taki punkt ¢ € {0,1}", ze

P(c) # 0. Punkt ¢ jest rézny od (0,...,0), gdyz wielomian P przyjmuje wartosé 0
dla z = (0,...,0), a zatem punkt ¢ nalezy do zadanego zbioru i nie nalezy do

A

-
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i Z.adania

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1534. Czy na plaszczyznie mozna wskazaé
taki skoniczony zbiér n > 3 punktéw S, ze dla
kazdego O € S istnieja A, B,C € S o tej wlasnosci,
ze punkt O jest érodkiem okregu opisanego na
tréjkacie ABC?

Rozwigzanie na str. 4

M 1535. Czy na plaszczyznie mozna wskazaé
taki niezawarty w prostej, co najmniej
trzyelementowy, zbior punktow S, ze dla kazdych
trzech niewspoétliniowych punktéow A, B,C € S
$rodek okregu opisanego na trojkacie ABC
rowniez nalezy do §7

Rozwiazanie na str. 7

M 1536. Odcinek AB jest najkrotszym bokiem
trojkata ABC opisanego na okregu o srodku

w punkcie /. Na bokach BC, C'A znajduja sie
odpowiednio takie punkty D, FE, ze EA= AB = BD.
Odcinki AD i BE przecinaja si¢ w punkcie P.
Wykazaé, ze proste AB i PI sa prostopadle.
Rozwiazanie na str. 9
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to wspaniate twierdzenie jest stluszne dla wielomianéw o wspétczynnikach

z dowolnego ciata. Dotychczas uzywalidmy jedynie ciala liczb rzeczywistych.
Drugim w kolejnosci naturalnym wyborem ciala jest cialo Z, — cialo reszt

z dzielenia przez liczbe pierwsza p z dodawaniem i mnozeniem modulo p.
Zastosowanie Combinatorial Nullstellensatz w tej sytuacji prowadzi do niezwykle
eleganckich dowodéw bardzo pieknych twierdzen z teorii liczb. Niestety, w tym
artykule brakuje juz miejsca na przedstawienie przykladéw, obiecuje jednak
zaprezentowaé je w numerze wrzesSniowym w nadziei, ze oczekiwanie zaostrzy
apetyt nie tylko Czytelnika Bardzo Zainteresowanego.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 931. Podwdjne $cianki szklanego naczynia termosu sa
posrebrzane w celu zmniejszenia przekazywania ciepta

przez promieniowanie. Pomiedzy Sciankami znajduje sie
rozrzedzony gaz. Ile wynosi maksymalne ci$nienie p tego gazu
w temperaturze T' = 20°C, aby izolacja cieplna byla skuteczna,
jezeli gazem jest azot, a odlegto$é miedzy podwdjnymi
$ciankami termosu wynosi d = 5mm? Srednica a czasteczki
azotu wynosi okolo 3,2A, stala Avogadro N4 = 6,022 1023 mol !,
stala gazowa R = 8,314 J/(mol - K).

Wskazéwka: Jak wynika z teorii kinetycznej potwierdzonej
licznymi do$wiadczeniami, w rozrzedzonym gazie, pomiedzy
dwoma zderzeniami, czasteczka przebywa srednio odleglosé

A\ = 1/(ma?py/2), gdzie p oznacza liczbe czasteczek gazu

w jednostce objetosci.

Rozwiazanie na str. 9

F 932. Dwie identyczne kostki lodu o temperaturze T'= —20°C
zderzaja sie. Ile, co najmniej, musiataby wynosi¢ predkosé
kazdej z kostek, aby w wyniku tego zderzenia kostki w calosci
wyparowaly? Przyjmij, ze w przyblizeniu cieplo wlasciwe lodu
cr, =2,1J/(g- K), ciepto wlasciwe wody cw = 4,2J/(g - K),
cieplo topnienia lodu L;, = 330J/g, cieplo parowania wody
Ly =22507]/g.

Rozwiazanie na str. 22



