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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

® Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2017

' Redaguje Marcin E. KUCZMA
- Przypominamy tres¢ zadan:
[

737. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag w, przy czym proste BC' i AD przecinajg si¢ w takim
punkcie F', ze prosta EF jest styczna do w. Druga prosta styczna do okregu w, rownolegta do E'F,
przecina proste EA, EB, EC, ED odpowiednio w punktach K, L, M, N. Udowodnié¢, ze odcinki KL
i M N maja jednakows dlugosé.

738. Wypisujac, jedna za druga, wszystkie liczby calkowite dodatnie, majace (w systemie

dziesigtnym) co najwyzej n cyfr, piszemy lacznie ¢, cyfr (np. ¢1 =9, co = 189); w tym z,, zer (np.
z1 =0, z2 = 9). Czy réwnosé¢ z, = c¢,—1 jest spelniona dla wszystkich liczb naturalnych n > 27

737. Prowadzimy z punktu F' prosta rézna od F'E, styczna do okregu w
w punkcie G. Prosta przechodzaca przez punkty K, L, M, N jest styczna do
okregu w punkcie H i przecina prosta FG w punkcie S. Pokazemy, ze S jest
srodkiem odcinka KN.
Poniewaz

|XEKS|=90° — |xHEA| = |xFHA| = |xEGA|,
uzyskujemy podobienstwa
AFEKS ~ AFEGA; 1ianalogicznie AENS ~ AEGD.
Stad wynikaja proporcje |KS|: |GA| = |ES|: |EA| oraz
INS|:|GD|=|ES|:|EDJ; a z nich —
(1) |KS| |GA|-|ED|

INS|  |EA|-|GD|"

Dalej, zauwazamy kolejne pary tréjkatéw podobnych (odpowiednie katy réwne):
AEDF ~ NAEF oraz ANAGF ~ AGDF.

To daje proporcje |[ED|: |EA| = |DF|: |EF| oraz |GA| : |GD| = |GF| : |DF|,

z ktérych wynika, ze prawa strona wzoru (1) jest réwna |GF| : |EF|, czyli 1.

Punkty K, L leza po jednej stronie punktu S; punkty M, N po drugiej.
Uzyskana réwnosé¢ |KS| : |[NS| =1 oznacza, ze S jest srodkiem odcinka KN.
Przez analogie, ten sam punkt S jest tez srodkiem odcinka LM . Stad wniosek,
ze odcinki KL i M N sa przystajace.

738. Réznica ¢, — ¢,—1 to liczba cyfr uzytych do zapisania wszystkich

liczb n-cyfrowych. Jest tych liczb 10" — 10"~!, czyli 9- 10"~ !; zatem

Cp = Cn_1+mn-9-10""1. W zapisie kazdej z nich cyfra wiodaca jest rézna od
zera; po jej odrzuceniu, pozostala czesé zapisu to dowolny ciag dtugosci n — 1,

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M . .
po uwzglednieniu ocen rozwiazah zadann  Zlozony z dowolnych cyfr (formalnie — stowo z alfabetu 10-clementowego).

731 (WT = 3,13) i 732 (WT = 1,78)

z numeru 12/2016 Jest tych stéw 9 - 10"~ jest w nich wiec (n — 1) -9-10""! cyfr, a wszystkie
Roksana Stowik Knuréw 38,41  cyfry sa réwnouprawnione. Dziesigta cze$¢ spoéréd nich to zera. To znaczy, ze
Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,39 o . tkich liczb f h 1 9 10n—2 Tak .
Patryk Jasniewski  Gdansk 3777 W zapisie wszystkich licz n—(23y rowych mamy (n—1)-9- zer. Tak wiec
Adam Dzedzej Gdatisk 35,68  z, =z, 1+ (n—1)-9-10"% Piszac ¢, = z,4+1 widzimy, ze ciagi (¢,) i (c},)
Marcin Matogrosz Warszawa 35,19 spelniaia ident les 3 k : Poni Y =09 = ik
Jerzy Cislo Wroclaw 3128 Spelniaja identyczng zaleznos¢ rekurencyjng. Poniewaz ¢y = 22 =9 = ¢y, wynika
Marcin Kasperski Warszawa 30,79 St@d, ze C;L = Cp (dla n 2 1), CZyli Zn = Cp—1 (dla n 2 2)
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Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2016
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tresé zadan:

634. W pionowym, zamknietym naczyniu znajduje sie tlok, ktéry moze przemieszczac sie bez
tarcia (rys. 1). Z obu stron tloka znajduja si¢ jednakowe masy tego samego gazu doskonatego.

W temperaturze T, jednakowej w calym naczyniu, objetos$¢ gazu nad tlokiem jest k razy wigksza
niz objetosé gazu pod tlokiem. Jaki bedzie stosunek tych objetosci, gdy temperatura wzrosnie do
wartoéci T'?

635. Do dolnego konca preta o dtugosci [ przyczepiono malag kulke o masie m, a do gérnego koica
rurke w ksztalcie walca o wewnetrznym promieniu R. Masy preta i rurki sa zaniedbywalne. Rurka
nasunieta jest luzno na nieruchoms, pozioma o$ (rys. 2). Wspélczynnik tarcia miedzy wewnetrzng
powierzchnig rurki i osig jest réwny p. Dla jakich wartosci kata ¢ odchylenia preta od pionu tak
skonstruowane wahadlo moze znajdowaé si¢ w rownowadze?

634. Oznaczmy przez p; i py ciSnienia w dolnej i gornej czesci naczynia
w temperaturze Tp, a przez p3 i p4 odpowiednie ciSnienia w temperaturze T.
Roéznica cisnien zwiagzana jest z ciezarem tloka i nie zalezy od temperatury

(1) p2 — P1 = P4 — ps.
Calkowita objetos¢ naczynia wypelniona gazem nie zmienia sie, zatem
(2) Vik+1) =Vs(z +1),

gdzie Vi i V3 to poczatkowa i konicowa objeto$¢ gazu w dolnej czesci naczynia,
a x jest szukanym stosunkiem objeto$ci w stanie konicowym. Masy gazu w obu
czesciach naczynia sa takie same, z réwnan Clapeyrona wynikaja wiec zwigzki
p2 = p1/k oraz py = p3/x. Podstawiajac je do réwnania (1), otrzymujemy
3) po_ kE(x —1)
P3 x(k—1) '
Stosujac rownania Clapeyrona do gazu w dolnych czesciach naczynia oraz
uwzgledniajac réwnania (2) i (3), dostajemy
pVi Ty k(z?—1)
p3sVs T a(k2-1)
To(k* — 1)
Tk
na szukana wielko$é¢ o w postaci 22 — az — 1 = 0. Dodatni pierwiastek tego
réwnania ma postaé¢ r = (a +Va? + 4) /2. Dla k = 1, co odpowiada niewazkiemu
ttokowi, = 1, czyli objetosci gazéw nad i pod ttokiem sa takie same. Dla
dowolnego k > 1, gdy temperatura dazy do nieskoriczonosci, wartos¢ x réwniez
dazy do 1. W bardzo wysokiej temperaturze cisnienia gazéw w obu czesciach
naczynia sa na tyle duze, ze wplyw sily ciezkosci ttoka mozna pominac.

Wprowadzajac oznaczenie a = , mozemy napisaé¢ réwnanie kwadratowe

635. Na wahadlo odchylone od pionu dzialaja trzy sity: sila ciezkosci mg
zaczepiona w Srodku kulki oraz sily reakcji F'r i tarcia T' w punkcie A stycznosci
osi z wewnetrzng powierzchnig rurki (rys. 3). Suma momentéw tych sit
wzgledem dowolnego punktu wynosi zero, zatem proste, wzdtuz ktorych dziataja
sily, musza sie przecina¢ w jednym punkcie. Wynika stad, ze punkt A lezy na
przecieciu prostej pionowej, przechodzacej przez $rodek masy kulki z wewnetrzna
powierzchnia rurki. Gdy srodek kulki przemieszczony jest w prawo lub w lewo
na odleglos¢ wieksza niz promien R, rownowaga jest niemozliwa.

Gdy kat ¢ odchylenia wahadla od pionu jest maksymalny, tarcie statyczne
osiaga najwigksza mozliwg wartos¢ T' = puFr. Poniewaz w stanie réwnowagi
wypadkowa F' sit tarcia i reakcji skierowana jest pionowo w gére, zachodzi
zwiazek tg a = T/Fr = p. Odcinek OB na rysunku 3 mozemy wyrazi¢ przez
katy ¢ i o wzorem (I + R)sin ¢ = Rsina, stad

uR

np=————.
i (I 4+ R)\/1+ p?

Wartosé kata granicznego ¢ nie zalezy od masy kulki. Dla © — 0 stan réwnowagi

mozliwy jest tylko dla pionowego polozenia wahadla. Gdy u — oo, a@ — 7/2

isinp = R/(l + R), wtedy maksymalne odchylenie kulki w prawo dazy do R.

Gdy wystepuje tarcie w osi, wahadlo moze znalezé sie w rownowadze takze

w potozeniu odwréconym, kiedy kulka znajduje si¢ powyzej osi.
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