Jedno zdanie

Nieparzysta liczba pierwsza p moze by¢ przedstawiona jako suma dwoch
kwadratéw liczb naturalnych

(1) p=a’+y

wtedy i tylko wtedy jesli p = 1 (mod 4). Taka hipoteze postawil w 1625 roku
Albert Girard, a w 1640 roku réwniez Pierre de Fermat i to z jego powodu
ten fakt nazywany jest teraz twierdzeniem Fermata o sumie dwoch
kwadratow.

Jednak zaden z powyzszych matematykow nie udowodnil postawionej
hipotezy. Zrobil to dopiero w 1747 roku Leonard Euler, jego dowdd byt
jednak dosy¢ skomplikowany. Potem pojawialy sie kolejne, coraz prostsze
dowody, udzial wzieli m.in. Lagrange w 1775 roku i Dedekind w 1877 roku.
A7 w konicu pare lat temu, w roku 1990, Don Zagier, amerykanski
matematyk, przedstawil dowdd, ktéry mial doktadnie jedno zdanie. Aby je
zobaczy¢ polecam spojrzeé tu:

people.mpim-bonn.mpg.de/zagier/files/doi/10.2307/2323918/fulltext.pdf.

Przedstawimy tutaj ten dowdéd w nieco wieckszej, ale wciaz matej liczbie
zdan. Po pierwsze, zauwazmy, ze jesli p Z 1 (mod 4) i p jest nieparzysta, to
p = 3 (mod4). Zatem w oczywisty sposéb p nie jest suma dwéch kwadratéw,
bo kazdy kwadrat przystaje do 0 lub 1 modulo 4.

Ustalmy taka liczbe p, ze p = 1 (mod 4). Do dowodu twierdzenia wystarczy
wykazaé, ze réwnanie p = 22 + y? ma przynajmniej jedno rozwiazanie.
Przyjrzyjmy sie dokladniej innemu réwnaniu

(2) p=ax+4yz.

Wykazemy, ze ma ono nieparzyscie wiele rozwigzan. Nim to jednak
zrobimy zobaczmy, jak z tego wynika, ze p = 22 + y? ma rozwigzanie.
Zauwazmy, ze jesli (x,y, z) jest rozwiazaniem (2), to (x, z,y) réwniez.

A wiec rozwiazania réwnania (2) lacza sie w pary, oprécz takich rozwiazan,
ze (r,y,2) = (z, 2,y), czyli gdy y = z. Poniewaz, jak wykazemy wkrétce,
rozwiazan (2) jest nieparzyscie wiele, to nie wszystkie moga polaczy¢ sie

w pary i istnieje pewne rozwiazanie takie, ze y = z. A to oznacza, ze mamy
p =%+ 4y? = 2% + (2y)?, czyli réwniez (1) ma rozwiazanie.

Zeby wykazaé, ze (2) ma nieparzyscie wiele rozwiazan, stosujemy podobng
metode co poprzednio. Rozwazmy przeksztatcenie
(z+2z,2z,y—xz—2)jeSlizc<y—=z
(3) flx,y,2) =¢ RQy—z,y,x —y+2)jesliy — 2z <z < 2y
(r —2y,x —y+ z,y) jesli © > 2y.
Okazuje sie, ze jesli (x,y, z) rozwiazuje réwnanie (2), to f(z,y, z) réwniez,
ponadto po dwukrotnym zastosowaniu funkeji f do tréjki (x,y, 2)
otrzymujemy ponownie (z,y, z), co Czytelnik Cierpliwy moze sprawdzié
samodzielnie. A wiec funkcja f moze nam postuzyé do sparowania rozwigzan
réwnania (2): (z,y, z) jest w parze z f(x,y, z). Jedyne rozwiazania, ktére nie
stoja w parach, to te, dla ktérych (x,y, z) = f(z,y, z). Okazuje sie, ze takie
rozwiazania mozna jedynie otrzymaé za pomoca srodkowej linii definicji (3),
czyli dla

(4) (I,y,Z)Z(Qy—SC,y,I—y—‘rZ).

Latwo sprawdzié, ze linia pierwsza i trzecia dawataby (z,y, z) = (0,0,0),

co oczywiscie nie spelnia réwnania (2). Dla (4) otrzymujemy = = y, czyli

p =% +4xz = x(x + 42). Musi to oznaczaé x = 1, wiec y = 1 oraz z = %,
czyli jest tylko jedno rozwiazanie (2), ktére nie stoi w parze: (1,1, ”4;1).

A zatem rozwiazan (2) jest nieparzyscie wiele, co koniczy dowdd.
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