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dla pewnej funkcji L(r,m), to zgodnie z definicja prawdopodobienistwa
warunkowego

Xm) = PT(X) — PT(X) =
Pr( | ) Pr(m) Zx’:m(X’):m Pr(x/)
L(r,m) - g(x) B 9(x)

Zx’:m(x’):m L(T’ m) : g(X/) Zx/:m(x/):m g(X/) P(X|m)
Prawdopodobieristwo warunkowe P,(x|m) nie zalezy od r, dlatego na koncu
opusciliémy indeks r. Przeprowadzmy nastepujace do$wiadczenie myslowe.
Wyobrazmy sobie, ze po dokonaniu polowu zapamietali$my liczbe m = m(x),

a potem zgubilismy kartke z zapisanym wektorem x. Mozemy odtworzy¢
zgubiony wynik do$wiadczenia, znajac tylko m. Wylosujemy mianowicie fikcyjny
wynik x’ z prawdopodobienistwem P(x'|m), bo do tego nie jest potrzebna
znajomo$é r. Chwila zastanowienia prowadzi do wniosku, ze x’ ma ten sam
rozktad prawdopodobienstwa co x. Skoro sposdb naszego losowania nie zalezal
juz od r, to uzyskany wynik nie mégl ze sobg nie$¢ zadnej dodatkowej informacji
o r. W tej sytuacji cala nasza wiedza o tym parametrze musi byé¢ ,ukryta”

w liczbie m!

Na zakonczenie dodam, ze tytul tego artykulu zapozyczytem z pigknego
opowiadania Stanistawa Lema O krélewiczu Ferrycym i kréolewnie Krystali
— opowies¢ z cyklu Dziela Cyfrotikon, czyli o dewijacyach, superfiksacyach,
a waryacyach serdecznych.

Jak zwalczaé losowos¢ w grach
Barttomiej ZAK*

Losowos¢ w grach karcianych, planszowych i komputerowych czesto budzi wiele
kontrowersji. Sprawia ona, ze gracz stabszy grajacy z lepszym ma szanse wygrac.
Jest to pozadane w przypadku gier towarzyskich i frustrujace w przypadku

gier profesjonalnych. W obu przypadkach nadmiar losowosci jest zly, gdy za
czesto zdarza sie, ze przewaga gracza pierwszego, wynikajaca z jego inteligentnej
gry, jest niwelowana przez szczeécie drugiego. W moim artykule pokaze, jak

z losowoscig mozna walczy¢ na przykladzie jednej z najbardziej losowych gier,
czyli Chinczyka, ktérego, mam nadzieje, wszyscy znaja.

Moj sposéb mierzenia losowosci jest zasadny dla gier z kategorii ,,wy$cigow
planszowych”. Takie gry w uproszczeniu polegaja na tym, ze kolejno losujemy
liczby (na przyklad rzucajac koscia) i chcemy, by suma naszych wylosowanych
wartosci jak najszybciej osiagneta lub przekroczyta pewien putap. Na przyktad
w Chinczyku, rzucajac kosémi ruszamy pionkiem o wylosowana liczbe oczek,

a zeby wygraé¢, musimy przesunaé pionki o 166 oczek (jesli nie zbito naszego
pionka). Te gry laczy jedno: nawet jesli jeste$ genialnym strategiem, jesli
bedziesz mial pecha, to przegrasz.

W takich grach to, o ile zwigkszy sie nasza suma, warunkuje pewna zmienna
losowa odpowiadajaca jednemu losowaniu: bedziemy o niej myé$leé¢ jak

o obiekcie matematycznym, ktéry przyjmuje rézne wartosci, kazda z pewnym
prawdopodobienstwem, a prawdopodobienstwa te sumuja si¢ do jedynki.

Dla przyktadu, jezeli zmienna losowa D reprezentuje wynik rzutu koscia
szedcioScienng, to wartosci tej zmiennej razem z prawdopodobienstwami
wystapienia wygladaja tak

Do opisu zmiennych losowych czesto uzywamy nastepujacych pojeé: wartosci
oczekiwanej (E) oraz wariancji (Var). Warto$¢ oczekiwana to suma mozliwych
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Rozwigzanie zadania M 1535.
Przypuéémy, ze taki (skonczony) zbiér S
istnieje. Sposrod wszystkich odcinkéw

o obu koricach w zbiorze § wybierzmy
taki, ktéry ma najmniejszg dtugosé

i nazwijmy go AB. Poniewaz zbiér S nie
jest zawarty w prostej, wiec poza prosta
AB jest co najmniej jeden punkt zbioru S
— sposrod wszystkich takich punktéw
wybierzmy taki punkt C, dla ktérego
miara kata ACB jest najwigksza.

Jezeli xACB > 90°, to AB jest
najdtuzszym bokiem tréjkata ABC, co
przeczy wyborowi odcinka AB. Z kolei
jezeli XACB < 90°, to érodek O okregu
opisanego na tréjkacie ABC nalezy do S,
przy czym

XxAOB = 2xACB > xACB,

co przeczy wyborowi punktu C. Uzyskana
sprzeczno$¢ oznacza, ze nie istnieje
zbiér S o zadanych wlasnosciach.

WM. A QA

Z formalnego punktu widzenia,
przedstawiliémy zmienng D w postaci
nieskonczonej sumy 220—1 Ry, gdzie Ry,
to liczba oczek wyrzuconych w k-tym
rzucie (réwna 0, jesli do k-tego rzutu nie
doszlo). Warto$é oczekiwana D jest
zatem suma wartos$ci oczekiwanych Ry,
(cho¢ ze wzgledu na nieskoriczong liczbe
skladnikéw kryje si¢ w tym réwniez
pewna subtelno$é), a te sg takie same dla
Dg i D1 (i sa réwne wartosci oczekiwanej
pierwszego rzutu pomnozonej przez
prawdopodobienstwo wystapienia k-tego
rzutu, czyli 3,5 - (1/6)*~1).

warto$ci zmiennej losowej przemnozonych przez prawdopodobienstwo ich
uzyskania i odpowiada ,przecietnie” wyrzucanej wartosci. Wariancja zmiennej to
warto$é¢ oczekiwana kwadratu odstepstwa od wartosci oczekiwanej tej zmiennej.
Dla rzutu koscia sze$cio$cienna wartosci te sa rowne

ED = % =3,5 oraz VarD = %
Wariancja zawiera informacje, jak zachowuja sie odchylenia od normy po
kilku losowaniach. Nalezy pamietaé, ze obie sumy oczek graczy odchylaja sie
od normy, wiec wicksza wariancja oznacza, ze beda sie bardziej odchyla¢ od
siebie nawzajem, czyli czesciej bedzie dochodzito do frustracji. Ma ona jednak
pewna stabosé: zaldézmy, ze grajac w gre, zamiast liczenia wyniku rzutu koscia,
liczymy podwojony wynik rzutu koscia. Wtedy wariancja bedzie 4 razy wieksza,
natomiast co do zasady nasza gra nie ulegnie przeciez specjalnej zmianie.
W zwiazku z tym sensownie jest rozwazac ,unormowana’ wariancje, losowosé
okreslona nastepujacym wzorem
Var A
(EA)>"

Wryliczajac warto$é losowosci rzutu koscig D, otrzymujemy LD = i—g ~ 0,238.

LA =

Powr6émy do Chinczyka. W grze rzucamy koscia, by zdecydowad, jak daleko
przesuwamy pionek. Jest to wbudowane w mechanike gry, nie mozna do

konica na to narzekaé. Jednak sa dodatkowe zasady, ktore tej losowosci jeszcze
pomagaja. Ja na przyklad czesto gralem w wariant, w ktorym gdy gracz wyrzuci
szostke, to dostaje dodatkowy ruch. Jak zmienia to losowos¢? Zobaczmy. Niech
Dg bedzie zmienna losowa, odpowiadajaca sumom liczb oczek, ktére mozemy
otrzyma¢, wykonujac ruch. Zmiennej tej odpowiada nastepujaca tabelka

T 1 1,2,...,5 [ 6] 7,8...,11 [ 12 13,14,...,17 [ 18 [ 19,... [ (...)

1 1 1 1

P(Ds = 2) 6 0 36 0 216 0 1206 | )
Podobnie, jak poprzednio, mozemy obliczy¢ wartos¢ oczekiwana, wariancje
i losowosé (choé¢ tym razem wymagaloby to od nas umiejetnosci sumowania
nieskoniczonego ciagu geometrycznego)
21 2 2
2, V(Do) = 22 Do) = 70 ~ 0,603
Czyli (drodzy milosnicy zasady z dodatkowym rzutem) losowosé rosnie.
Trudno dokladnie powiedzie¢, jak wplywa to na doznania ptynace z gry, no
ale Chinczyk sam w sobie jest losowy, nie dokladajmy mu. Jezeli jednak ktos
uwaza, ze zwykle rzucanie kostka jest nudne, to moze zmienié¢ te zasade: niechaj
dodatkowy ruch przystuguje po wyrzuceniu jedynki. Czy takie losowanie jest
lepsze? Zobaczmy. Nazwijmy je D;. Odpowiednia tabelka dla tej zmiennej
wyglada nastepujaco

c 1] 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 [(.)

P(Dy =) | 0]0,1667 | 0,1944 | 0,1991 | 0,1999 | 0,2000 | 0,0333 | 0,0056 | (...)

Jaka jest warto$¢ oczekiwana, wariancja i losowos¢?
E(D 21 D_56 ]LD—56~
(D1) = & Var(D1) = o, L(D1) = 7 ~ 0,127,

Losowo$¢ zmalala, wiec widaé, ze dodanie fikusnej zasady z podwdjnym ruchem
nie musi psu¢ gry. Réwnoéé¢ wartosci oczekiwanych Dg i D1 moze natomiast
wydawac sie zaskakujaca — zwréémy bowiem uwage, ze w tym pierwszym
przypadku za kazdym powtérzonym rzutem przesuwamy sie o wiecej niz
w drugim przypadku. Zauwazmy jednak, ze warto$¢ oczekiwana k-tego rzutu
jest w obu przypadkach taka sama i wynosi 3,5. Ponadto prawdopodobienstwo
wystapienia k-tego rzutu tez jest w obu przypadkach to samo i wynosi (1/6)*~1.
W tej sytuacji wartosci oczekiwane sumarycznej liczby wyrzuconych oczek
réwniez musza sie zgadzac.

E(Dg) =

Mam nadzieje zagra¢ w Chinczyka na tych zasadach i zobaczy¢, czy odczuje
roznice. Polecam Czytelnikom zmienianie dobrze znanych im gier w imig
zmniejszenia losowosci.

7



