3173=312(3173)

312 3 =33 = 327 — 7625597 484 987

at*b=a1®(@t®(..1%a)
N———

b kopii a

Liczba Grahama. Rozszerzamy notacje strzatkowa, bedziemy pisali
t=1...1,
—
gdzie
ab, dlan =0,
1 dlan >0 oraz b =0,

a Tn b == -1 -1 —1 .
at"b=at""" (at" " (... 1" a)) w przeciwnym wypadku.

b kopii a

Niech teraz f(n) = 31" 3, wtedy liczba Grahama zdefiniowana jest jako
G = f%4(4), gdzie potega przy funkcji oznacza liczbe powtérzen. Liczba ta
wystapila w badaniach nad uogélnionym problemem Ramseya.

Ciekawostka: G jest ,znacznie” wieksze od liczby Mosera. Pokazano, ze ta
ostatnia nie jest wigksza od f3(4).

Pojeciem dualnym do wspominanego obok
jest zlozonosé Kolmogorowa (od Andrieja
Kolmogorowa) liczby n € N — dlugosé
najkrétszego programu, ktéry zwraca
liczbe n.

Moze zdarzy¢ sig, ze zaden program
o dlugosci co najwyzej k nie zwraca
liczby. W takiej sytuacji ustalmy, ze
gener(k) = 0. To si¢ zdarzy tylko dla
malych k.

Postowie I: Naprawde duze liczby

Jaka najwigksza liczbe moze zwrocié program dlugosci co najwyzej k (o co
najwyzej k znakach)?

Przez gener(k) oznaczmy odpowiedZ na powyzsze pytanie (k € N). Program, ktéry
ma 100 znakow, moze zwrocié liczbe zdecydowanie wieksza niz 100. Program
ztozony z 1000 znakow moze zwroci¢ liczbe bardzo zdecydowanie wieksza niz
1000, ale jak bardzo zdecydowanie? Jak szybko rosna mozliwosci programu wraz
ze wzrostem liczby jego znakéw?

Znakow, ktérych mozemy uzyé do napisania programéw, jest skonczenie wiele.
Stad programéw o dhugodci co najwyzej k rowniez jest skonczenie wiele, a tylko
niektoére z nich beda dziataé poprawnie i zwracaé liczby. Niewatpliwie ktérys

z nich wygeneruje liczbe najwigksza.

Okazuje sig, ze gener(i) dla nieduzych 7 € N sa naprawde pokazne, przy nich
liczby Mosera lub Grahama to zupelne mikrusy. Co ciekawe, kiedy wybierzemy
konkretne ¢, warto$¢ gener(i) jest nieobliczalna, nie da si¢ obliczy¢ jej dokladnej
wartosci — wyjasnienie w tekscie na sasiedniej stronie. Mozna natomiast pokazac,
od jakiej liczby gener(i) na pewno jest wieksze — stad $mialo$¢ w nazywaniu
liczby Mosera mikrusem. Przyjrzyjmy sie¢ ponizszemu programowi.

Function arrow(a,n,b, k)
if (k> 1) then
| return arrow(a,n,arrow(a, n, b, k—1),1)
else if (n ==0) then
‘ return ab
else if (b ==0) then
‘ return 1
else
‘ return arrow(a, n — 1, a, b—1)
10 return arrow(3, 4, 3, 64)

© 00 N O AW N -

Funkcja arrow(a,n,b, k) zwraca liczbe a 1" (a 1" (... (a 1™ D) ...)). Przyjrzyjmy

k strzatek
sie dlaczego tak jest. Linie 4-9 rozpisuja definicje notacji strzatkowej, opisanej we
wczesniejszym artykule. Co sie dokladniej w programie dzieje?

e Linie 2-3 — rozwazamy przypadek, gdy liczba strzatek k jest wieksza niz 1.
Wtedy trzeba zrobi¢ jedna strzatke, a potem jeszcze k — 1.

e Zachodzi a 1 b = ab, co obstuguja linie 4-5 oraz a 1" 0 = 1, co obstuguja
linie 6-7.

eatb=at"t(at" ' (..(a1" 1 a)...)), coimplementuja linie 8-9.

b — 1 strzalek
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Liczba n ma [log,y n| cyfr w zapisie
dziesigtnym.

Rozwigzanie zadania F 929.
Niech jednej fali odpowiadaja drgania
wektora pola elektrycznego
E; = E10coswt, a drugiej
E; = Es0(coswt + §), gdzie ¢ jest réznica
faz miedzy drganiami. Drganie
wypadkowe bedzie dane wzorem
E=E; + E; = Eqgcoswt + Egg cos(wt +9),
a stad

2 2 2 2

E; = Ej,cos” wt + E5j cos™ (wt + 6)+
+ 2E10E2¢ cos wt cos(wt + §).

Natezenie drgan bedzie réwne sredniej
wzgledem czasu wartoséci Eg, czyli

I=1/2E}, + 1 Ex0+
+ 2E10E20 (cos wt cos(wt + 9)),

gdzie ( ) oznacza $rednig wzgledem czasu.
Wyrazenie to bedzie rowne zero
niezaleznie od wartosci przesunigcia
fazowego ¢ jezeli iloczyn skalarny EjoEqq
bedzie réwny zero, a to oznacza, ze
kierunki drgan muszg by¢ wzgledem
siebie prostopadte.

W powyzszym programie, po zdefiniowaniu funkcji arrow, w ostatniej linii
pytamy program o wartos¢ arrow(3,4,3,64), czyli o liczbe Grahama. Program ma
dokladnie 201 znakéw. A wiec wiadomo, ze gener(201) > G — by¢ moze istnieje
program o takiej dlugosci zwracajacy wieksza liczbe. A co powiecie o gener(G)?
w. C.

Postowie II: Dowdd nierozstrzygalnosci

Sprébujmy Scidle uzasadnié, ze funkcja gener, o ktérej mowa wyzej, jest
faktycznie nieobliczalna. Bardziej formalnie: chcemy udowodnié, ze nie moze
istnie¢ program komputerowy P taki, ktéry dla danej na wejsciu liczby n obliczy
gener(n).

Nasze rozumowanie prowadzi¢ bedziemy nie wprost. Zakladamy wiec, ze jednak
taki program P istnieje. Jego dlugos¢ (okaze sie bardzo wazna) oznaczmy
przez k. (To znaczy: kod programu P jest zapisany jako ciag k znakdw.)

Rozwazmy teraz program (a raczej szablon programu) @,, zdefiniowany
nastepujaco:

1 Function Z (i)
2 ‘ kod programu P
3 return Z([wpisana na sztywno stala n|)

Dla jasnosci czym jest szablon, napiszmy kod konkretnego programu Qgs:

1 Function Z(7)
2 kod programu P
3 return Z(83)

Programy z szablonu @Q),, sa dziwaczne: maja wbudowany program P jako
wewnetrzna funkcje Z; nie przyjmuja zadnego wejscia oraz w swoim kodzie
maja wpisana ,na sztywno” stata n. Zastanéwmy sie, jaka dlugo$é¢ ma sam
program @Q,. W kod @,, wchodzi kod P, wiec tutaj zuzywamy k znakéw. Poza
tym mamy jaka$ niewielka liczbe innych znakéw (jak 17, ,e”, 7, ,u”, 17,
,n” itd.) oraz stala, ktérej zapis zuzyje [log,on] znakéw ,,07, ,17, 2”7, ..., 97
Lacznie: k + ¢ + [log;,n] znakéw dla pewnego ¢ € N.

Jak widaé¢, program @, oblicza liczbe P(n). A zatem mamy, Ze

gener(k + ¢ + [log;,n]) = P(n) oraz, oczywiscie, gener(n) = P(n). Jednak
funkcja gener jest niemalejaca, czyli musialoby by¢ k + [log o n] + ¢ = n dla
dowolnego n, a to jest, oczywiscie, sprzecznos$é¢ dla dostatecznie duzych n. T K

Postowie III: Ortografia

W tekécie ,,Naprawde duze liczby” zostalo uzyte nastepujace rozumowanie:
Skoro znakéw uzywanych do napisania programu jest skonczenie wiele i skoro
program ma ograniczong diugo$é, to liczb definiowanych przez ten program moze
byc tez tylko skonczenie wiele, a wiec wsrod nich musi byé najwieksza. Powstaje
pytanie, jakie dodatkowe zalozenia musza zosta¢ uzyte w tym rozumowaniu, by
bylo ono poprawne i dawalo prawdziwy wniosek.

O tym, ze takie pytanie ma racje bytu $wiadczy nastepujacy przykiad
rozumowania dos$¢ podobnego do przytoczonego wyzej: W jezyku polskim
uzywamy skonczonej liczby liter, wiec utworzonych z nich napisow ograniczonej
dlugosci jest skonczenie wiele. W szczegolnosci skonczenie wiele jest napiséw
uiywajgcych co najwyzej stu liter. Znacznie mniej (czyli tez skoriczenie wiele)
jest wsrod nich mapisow semsownych, a jeszcze mmniej tych, ktore oznaczajq
liczbe. Liczb dajgcych sie tak zapisaé jest zatem skonczenie wiele, a wiec jest
tez najwicksza taka liczba.

Jak to pogodzi¢ z faktem, ze napis liczba co najmniej o jeden wicksza od kazdej,
ktorg mozna zapisac za pomocq co najwyzej stu liter ma tylko osiemdziesiat liter?

Owe dodatkowe zalozenia uzyte w cytowanym tekscie to reguly ortograficzne
(tak, ortograficzne!), ktérych musimy przestrzega¢ przy pisaniu programéw.

M. K.
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