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Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2017

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
729 (WT = 2,34) i 730 (WT = 1,87)
z numeru 11/2016

Marek Spychata Warszawa 45,09

Zbigniew Skalik Wroctaw 44,50
Witold Bednarek Lodz 44,19
Roksana Stowik Knuréw 38,41
Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08
Patryk Jasniewski Gdansk 35,99
Adam Dzedzej Gdansk 35,68

No i odnotowujemy trzy jednoczesne
przejécia magicznej linii 44 p.

Z tej tréjki nikt nie jest nowicjuszem:
Marek Spychata — po raz drugi;
Zbigniew Skalik — po raz trzeci — mamy
wigc kolejnego Weterana; wszelako tytul
ten, cho¢ nobliwy, blednie, gdy spojrzymy
na staz samego uczestnictwa w Lidze:
Witold Bednarek, obecny w Lidze

od roku 1981(!) wlasnie zamyka siédme
okrazenie.

735. Gdy « przebiega przedzial (0,7/2), warto$é tg o
przebiega zbidr wszystkich liczb dodatnich. Nalezy wiec
znalez¢é kres gérny funkcji f(z) = a” + a'/? zmienne;

z € (0,00). Poniewaz f(z) = f(1/x), kres gérny na przedziale
(0, 00) jest taki sam, jak na przedziale [1, c0). Pochodna
funkcji f ma po prostym przeksztatceniu postaé

fl(z) = (—az In a) (w72a"o(z) - 1),

Skoro a < 1, czynnik w pierwszym nawiasie jest stale dodatni.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czltonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 743, 744
Redaguje Marcin E. KUCZMA

743. W zbiorze liczb rzeczywistych réznych od zera okreslamy dzialanie:
xOy = (z/y) + (y/z). Niech a,b,c,d beda liczbami, spelniajacymi réwnanie

(a0b) + (b0e) + (c0d) + (dOa) = (ade) + (b0d) + ((ac)d(bd)) +2.

Czy a,b,c,d moga by¢ czterema réznymi liczbami? Czy moga by¢ wérdd nich trzy
rozne liczby?

744. Dana jest liczba catkowita k > 2. Niech M bedzie takim zbiorem
dodatnich liczb catkowitych, ze dla kazdej pary réznych liczb m,n € M zachodzi
nieréwno$¢ mn < k?|m — n|. Wykazaé, ze zbiorze M jest nie wigcej niz 2k — 1
liczb. Czy dla kazdej liczby k > 2 istnieje (2k—1)-elementowy zbiér M o podanej
wlasnosci?

Zadanie 744 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktéra przystal pan
Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadain z numeru 2/2017

Przypominamy tres¢ zadan:

735. Dana jest liczba dodatnia a < 1. Obliczy¢é kres gérny zbioru wartoéci wyrazenia a'®® + a°*8 <,
gdy zmienna « przebiega przedzial (0,7/2).

736. Rozwazamy slowa binarne (ciagi zerojedynkowe) dlugodci n. Niech A,, bedzie liczba takich
stéw, w ktérych nie pojawia sig¢ blok 010, zas B, liczbg takich stéw, w ktérych w zadnym miejscu
blok 00 nie sasiaduje z blokiem 11. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyznaczy¢ warto$é¢ stosunku
An/Bnia.

jest wiec albo rosnaca, albo (kolejno) malejaca-rosnaca.
A poniewaz g(1) = 0 oraz lim,_, g(z) = oo, wynika
stad, ze takze wartosci g(x) sa albo stale dodatnie, albo
(przedzialami, od lewej) ujemne-dodatnie.

Funkcja g ma taki znak, jak f’, wobec czego mozemy
powtérzy¢ rozumowanie: funkcja f jest albo rosnaca, albo
(kolejno) malejaca—rosnaca. W kazdym przypadku jej kresem
gérnym na przedziale [1,00) jest jej wartosé lub granica

w jednym z koncoéw przedziatu. Otrzymujemy wynik:

1
dzi S —
gdzie () i

Czynnik w drugim nawiasie ma taki sam znak jak wyrazenie

1
=In(z%a?™) = —21 1 (f— )
g(x) n(ac a ) nx—i—(na) .
Teraz badamy funkcje g w przedziale [1, 00). Jej pochodna:

2
—-:c—l—l).
Ina

g (z) = (—x_2 In a) <m2 +

I znéw, czynnik w pierwszym nawiasie jest dodatni.
W drugim nawiasie widzimy tréjmian kwadratowy, ktérego
pierwiastki (rzeczywiste lub nie) maja iloczyn réwny 1;

sup f(z) =
x€(0,00)

sup f(z)= max{f(l)7chi_)rrolO f(z)} = max{2qa,1}.

x€[1,00)

736. Stowu X = (zo,1,...,2,) dlugosci n + 1
przyporzadkujmy stowo Y = (y1,...,yn) dlugosci n,
przyjmujac y; = |x; — xi—1]. Znajac slowo Y oraz element o,
jednoznacznie odtwarzamy stowo X.

Obecno$é bloku 010 w stowie Y oznacza obecnosé bloku
0011 lub 1100 w stowie X, i na odwrét. Liczba stéw X bez

w przedziale (1,00) moze byé¢ co najwyzej jeden pierwiastek.
Dla duzych z tréjmian ma wartosci dodatnie. Zatem warto$ci
g'(z) albo sa dodatnie w calym przedziale (1,00), albo sa —

przedziatami — najpierw ujemne, potem dodatnie. Funkcja g

22

blokéw 0011, 1100, z elementem poczatkowym xo = 0, jest
taka sama, jak tych z elementem poczatkowym zo = 1; i jest,
w my$l poprzedniego spostrzezenia, taka sama, jak liczba
stéw Y bez bloku 010. Stad wniosek, ze Bp11 = 24,.



Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2017

Zadania z fizyki nr 640, 641
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

640. Do wahadla matematycznego AB (rys. 1) o masie M przyczepione jest
wahadlo matematyczne BC' o masie m. Punkt zawieszenia A tego wahadla
podwdjnego drga harmonicznie wzdluz linii poziomej z czestoscig w i malg
amplituda. Znalez¢ dlugo$éé nici dolnego wahadta, jezeli gérna nié¢ przez caty
czas pozostaje pionowa.

641. Gumowy kabel ma wspolczynnik sprezystosci k, mase m i dlugo$é . Okrag
zrobiony z tego kabla obraca sie z predkoscia katowa w w plaszczyznie poziomej

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
626 (WT = 1,98), 627 (WT = 3,18)
628 (WT = 3,55), 629 (WT = 3,18)

z numeréw 11/2016 i 12/2016

wokoét osi pionowej, przechodzacej przez srodek okregu. Wyznaczy¢ promien
obracajacego sie pierscienia.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2017

632. Dielektryczna kula o promieniu b naladowana jest ze stala gestoscia objetosciowg p > 0.
Wewnatrz kuli znajduje si¢ uziemiona, metalowa sfera o promieniu a (rys. 2). Znalezé tadunek

633. Cienka soczewka rozpraszajaca o ogniskowej f i zwierciadlo sferyczne wkleste majg wspdlng

Michal Kozlik Poznan 42,91

Tomasz Wietecha Tarnéw 38,37 Przypominamy treéé zadan:
Marian Lupiezowiec  Gliwice 38,33

Tomasz Rudny Gliwice 37,68

Jan Zambrzycki Bialystok 32,58

Andrzej Idzik Bolestawiec 32,22 indukowany na tej sferze.

Jacek Konieczny Poznan 29,51

Ryszard Wozniak Krakéw 28,77

o$ optyczna (rys. 3). Srodek zwierciadla znajduje sie w jednym z ognisk soczewki. Uklad daje
rzeczywisty obraz przedmiotu S umieszczonego w dowolnej odlegtosci na prawo od soczewki. Znalezé

ogniskowg zwierciadla.

632. Pole elektrostatyczne uktadu jest ztozeniem pola od kuli
dielektrycznej i pola od uziemionej sfery.

Oznaczmy natezenie pola od kuli przez Fi(r), gdzie r jest
odlegloscia od $rodka kuli. Dla r» > b mamy zgodnie z prawem
Gaussa 4meor? Ey (1) = 4nb®p/3, czyli pole Ei(r) = b°p/(3e0r?)
jest takie, jak od tadunku punktowego réwnego tadunkowi
kuli i umieszczonego w $rodku kuli. Potencjal od kuli

w rozwazanym obszarze jest rowniez taki, jak od tadunku
punktowego i wynosi Vi(r) = b%p/(3eor). Dla 0 < 7 < b
mamy F1(r) = pr/(3e0). Aby otrzymaé potencjal w tym
obszarze, do potencjatu Vi (b) = pb*/(3e0) musimy dodaé
prace pola elektrycznego przy przenoszeniu jednostkowego
tadunku z punktu oddalonego o r od $rodka kuli do punktu
na powierzchni kuli:

-
2

32 — 12

Vilr) = Vi(b) + (Fa(r) + Fa(6) =

=p

Pole od uziemionej sfery dla r» > a dane jest wzorem

Es(r) = Q/(47r50r2) , gdzie Q jest tadunkiem indukowanym
na sferze. Potencjal w tym obszarze jest rowny

Va(r) = Q/(4mpor). Wypadkowy potencjal uziemionej sfery to

V(a) = Vi(a) + Va(a) =0,
stad szukany tadunek indukowany wynosi
32 — a?

3

633. Niech x1 oznacza odlegtosé przedmiotu S od soczewki.
Zgodnie ze wzorem soczewkowym odlegloéé obrazu od
soczewki dana jest wzorem y1 = fz1/(z1 — f) (rys. 4) i dla

Q = —27pa

A

przedmiotu rzeczywistego, gdy 0 1 < o0 , spelnia warunki

(1) f<

Soczewka rozpraszajaca daje zawsze obraz pozorny
przedmiotu rzeczywistego. Obraz ten jest przedmiotem
rzeczywistym dla zwierciadta, odlegtym od niego

o x2 = —f — y1. Zgodnie z (1)

(2) —f <x2 < -2f.

Obraz w zwierciadle musi by¢ przedmiotem pozornym
dla soczewki, zatem jego odleglos¢ od zwierciadla spetnia
warunek y2 > —f. Soczewka rozpraszajaca daje rzeczywisty
obraz przedmiotu pozornego, gdy odlegto$é¢ tego przedmiotu
x3 = —(y2 + f) spelnia warunek fzs/(xs — f) > 0, czyli
x3 = f. Stad y2 < —2f. Zatem spelnione sa warunki

-1 1 -1

2f Ty O f
Korzystajac z réwnania zwierciadla

1 1 1

yv2 i om
gdzie fi jest ogniskowa zwierciadla, otrzymujemy nastepujace
ograniczenia:

<
<

1111
2f ®m " f fom
a biorac pod uwage warunek (2), dostajemy
1o1_1_ 11
2f " h Ioo2f

Ostatecznie szukana ogniskowa zwierciadla jest réwna

fi=-2f/3.

Y2

Rys. 2

T

Rys. 4



