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Rozwigzanie zadania M 1528.
Odpowiedz: Na 2'° sposobéw.
Wyréznijmy 15 pél tablicy, ktére tworza
skrajny dolny wiersz i skrajna lewa
kolumne. Zauwazmy, ze dowolne
kolorowanie tych pél dwoma kolorami
jednoznacznie okresla pokolorowanie catlej
tablicy zgodnie z warunkami zadania
kolory pozostalych pél okreslamy

w kolejnosci zadanej przez numery na
rysunku.
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7 drugiej strony kazdy sposéb
pomalowania wszystkich pél tablicy
jednoznacznie zadaje kolory pél
wyréznionych. To oznacza, ze kolorowania
tablicy o zadanych wlasnodciach sa we
wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci
z dowolnymi pokolorowaniami
wyréznionych pél, a takich pokolorowan
jest 215,

Uwaga. Podany przyktad zbioru 15 pdl
jednoznacznie kodujacego kolorowanie
catej tablicy nie jest jedyny — mozna
zadaé pytanie, jak wygladaja zestawy 15
pol o takiej wiltasnosci i ile ich jest.
Czytelnika Lubigcego Utozsamiac¢ Tablice
z Grafami Dwudzielnymi (a zbiory pél
tablicy z odpowiednimi podgrafami)
zachecamy do udowodnienia, ze omawiane
zbiory pél to drzewa rozpinajgce takich
graféw i jest ich dokladnie 24,

Z, zycia managera magazynu, czyli jak
skladaé¢ optymalne zamoéwienia?
Agnieszka ABRAMCZYK*

Sprébuj, drogi Czytelniku, wyobrazi¢ sobie, ze zarzadzasz wielkim magazynem
z milionami réznych towaréw na pétkach. W Twoim magazynie znajduja sie
czesci zamiennie do koparek, samochodéw i motocykli, srubki, silniki, narzedzia,
odziez specjalistyczna, smary i oleje napedowe, oraz inne motoryzacyjne cuda.
Jezeli wezuted sie juz w swoja role, pozwdl, ze zadam Ci pytanie. W jaki sposéb
zarzadzasz towarami? Skad wiesz, kiedy zlozy¢ zamdéwienie? Czy masz ustalony
grafik i zamawiasz na poczatku kazdego miesiaca, mimo tego, ze niektore czesci
pietrza sie az po sufit? A moze zamawiasz dopiero wtedy, gdy zabraknie Ci
towaru na pélce? A co, jezeli dostawa trwa dwa miesiace, a przed drzwiami
magazynu rozentuzjazmowany tlum harleyowcéw domaga sie nowego modelu
skérzanych kurtek? By¢ moze, zamawiasz, gdy ilos¢ towaru jest odpowiednio
mala? Ale co to znaczy odpowiednio mata? Czy 5 Srubek to wystarczajaco
malto? A 5 silnikéw do supernowoczesnego, rzadkiego modelu koparki?

Poszukiwanie odpowiedzi na podobne pytania to codziennosé

w Syncronie — moim miejscu pracy. Nasz gléwny produkt jest aplikacja,

dzieki ktérej sie¢ magazynéw moze zaoszczedzi¢ pieniadze poprzez m.in.
minimalizacje iloéci przechowywanych towaréw, optymalizacje procesu sktadania
zaméwien i efektywne zarzadzanie taicuchem dostaw. W niniejszym artykule
opowiem o malym wycinku jednej z funkcjonalnoéci, to znaczy o strategii
zamawiania (R, Q). Zasada dzialania tej strategii jest bardzo prosta — skladasz
zamoéwienie o wielkosci @, kiedy zauwazysz, ze ilos¢ towaru spadnie do

poziomu R.

Ile zamawiaé?

Teoretyczne opracowania na temat strategii (R, Q) nie okreslaja jasno, ile
zamawia¢. Wazne jest natomiast, aby wielko$¢ zamowienia nie zmieniala

sie istotnie w czasie. Przy wyborze odpowiedniego @) mozemy kierowad

sie minimalizacja istotnych kosztéw, np. kosztéw zamawiania (transport,
rozladunek) i przechowywania (koszty zwiazane z zamrozeniem kapitalu,
skladowaniem, potencjalnym zniszczeniem towaru). W praktyce precyzyjne
oszacowanie poszczegdlnych kosztow jest skomplikowane, dlatego tez w ramach
alternatywy mozemy zastosowaé nieco prostsza formule, Q = D/N, gdzie D to
oczekiwany roczny popyt, a N to planowana liczba zaméwien w roku.

Kiedy zamawiaé¢?
Przyjmijmy na poczatek, ze popyt i czas dostawy sa deterministyczne. Przy
znanym popycie mozemy doktadnie przewidzieé, kiedy sprzedamy wszystko to,
co mamy obecnie w magazynie. Poniewaz czas dostawy jest ustalony, mozemy
zlozy¢ zamowienie odpowiednio weze$niej — na tyle wczeénie, aby dostawa
wypadla w dniu, gdy klient kupuje ostatnia sztuke towaru. Formalizujac nieco te
rozmy$lania,

R = wielkos$¢ popytu w czasie oczekiwania na dostawe.

W rzeczywistosci popyt nie jest deterministyczny, dlatego tez porzucamy to
zaltozenie. Dla ustalenia uwagi przyjmujemy, ze mamy do czynienia ze zmienna
losowa o rozktadzie normalnym X ~ N (u,0?), gdzie u to oczekiwany popyt

w czasie oczekiwania na dostawe, a ¢ to niepewno$é¢ naszej prognozy. Podobnie
jak poprzednio, moglibysmy zlozyé¢ zamdéwienie w momencie, gdy ilosé towaru
w magazynie jest rowna pu. Zauwazmy jednak, ze takie postepowanie daje

nam tylko 50% szans, ze wszyscy klienci zostang obstuzeni (rozkltad normalny
jest symetryczny wzgledem $redniej). Ta niepewno$é prognozy sprawia, ze
powinnismy mie¢ dodatkowa pule towaru na ,wszelki wypadek”, czyli, innymi
stowy, zlozy¢ zamowienie nieco wezesniej. Czy duzo wezesniej? To zalezy od
poziomu obstugi, ktéry chcemy zapewni¢ naszym klientom. Pozwodlcie, ze na
moment zbocze nieco z tematu i wtrace kilka stéw o miarach poziomu obstugi,
ktérych najezedciej uzywa sie¢ w praktyce.
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Rozwigzanie zadania M 1529.
Oznaczmy pewng par¢ przeciwleglych
$cian danego szescianu przez ABCD oraz
A’B’'C’'D’ w taki sposéb, aby odcinki
AA’, BB', CC’, DD’ byty krawedziami
szeécianu oraz éciana A’ B’C’ D’ nie
zawierala zadnego z bokéw uzyskanego
w przekroju pigciokata, a krawedz AA’ —
zadnego z jego wierzchotkéw. Niech
ponadto U, V, W, X, Y, Z beda
punktami przecigcia plaszczyzny
przekroju odpowiednio z prostymi AD,
AB, BB, CC’, DD, AA’.
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Zauwazmy, ze czworokat W XY Z jest
réwnoleglobokiem, co wynika

z réwnoleglosci przeciwleglych $cian
szescianu. Okrag wpisany w pieciokat
UVWXY jest wpisany w ten
réwnoleglobok, skad wniosek, ze WXY Z
jest rombem. Wykazemy, ze AA’C’C jest
plaszczyzna symetrii tego rombu;
poniewaz jest to takze plaszczyzna
symetrii wyjsciowego szescianu, wigc
wyniknie stad, ze punkty U i V sa
wzgledem niej symetryczne, co zakonczy
rozwigzanie.

Skoro W XY Z jest rombem, to ma
prostopadle przekatne, a zatem punkty
W oraz Y sa zawarte w plaszczyznie
symetralnej odcinka X Z. Plaszczyzna ta
nie pokrywa sie z plaszczyzng BB’ D’ D
(punkt Z nie nalezy do odcinka AA’),
wigc przecina si¢ z nig wzdluz prostej
prostopadtej do ptaszczyzny AA'C’C.
‘Wobec tego punkty W i Y sa
symetryczne wzgledem plaszczyzny
AA'C’'C, a to wtasénie nalezalo
udowodnié.

e CSL (ang. Cycle Service Level) — prawdopodobienistwo zaspokojenia calego
popytu w okresie pomiedzy dostawami wyrazone w procentach,

e [FR (ang. Item Fill Rate) — procent zaspokojonego popytu,

e OFR (ang. Order Fill Rate) — procent zamoéwien zrealizowanych w caloci.

Aby do$wiadczy¢ réznicy pomiedzy powyzszymi miarami, rozwazmy scenariusz,
w ktérym zamowienie o wielkosci 99 dostarczane jest regularnie pierwszego
dnia miesiaca. Popyt jest staly i wynosi 100 sztuk miesigcznie. Oczywiste jest,
ze IFR =99% i CSL = 0% (bo w kazdym okresie zabraknie jednej sztuki).

OFR zalezy od charakterystyki popytu. Jezeli jeden klient zamdéwit 100 sztuk,
to OFR = 0%. Jezeli dwdch klientéw zlozylo po jednym zamoéwieniu na 50 sztuk,
to OFR = 50%, poniewaz tylko jedno z dw6ch zamoéwieni zostalo w catosci
zrealizowane.

Wr6émy do ustalenia satysfakcjonujacej wartoéci R. Zalézmy, ze chcemy
zapewnié poziom obstugi CSL réwny n%. Szukamy zatem takiego R,
ze popyt w czasie oczekiwania na dostawe nie przekroczy tej wartosci
z prawdopodobiefistwem n /100, czyli
P(X < R) =n/100.
Znajac rozklad zmiennej losowej X, latwo znajdujemy odpowiednia wartosé R.
Troche wigcej gimnastyki wymaga wyznaczenie R, ktore zapewni z gory zadany
poziom IFR. Zgodnie z definicja,
IFR = (1 — oczekiwany <niezasp0koj0ny popyt)) -100%.
popyt
Jednak w praktyce stosuje sie dosyé¢ dobre przyblizenie, z ktérym latwiej
pracowaé

oczekiwany niezaspokojony popyt

IFR = (1 ) - 100%,

oczekiwany popyt
my w dalszej cze$ci bedziemy stosowaé ten wlasnie wzor.

Oczekiwany popyt w okresie pomiedzy zamdwieniami jest rowny @, a warto$é
oczekiwana niezaspokojonego popytu zalezy od R i jest modelowana przez
funkcje straty s

Guo(R) = /(Jc — R)fu.o(z)dx,
R

gdzie f, » oznacza gestos¢ rozktadu normalnego o $redniej p i odchyleniu
standardowym o. Przy odrobinie cierpliwosci mozna wykaza¢, ze funkcja G, »
jest Scisle malejaca, istnieje zatem funkcja do niej odwrotna, dzigki czemu R
moze by¢ jednoznacznie wyznaczone. Odpowiednia wartos¢ R uzyskiwana jest
numerycznie. Duzym ulatwieniem przy obliczeniach jest standaryzacja rozktadu,
ktora prowadzi do zaleznosci

R _
Gpo(R) = 0Gos (U“)

oraz formula Go1(R) = fo1(R) — R(1 — ®(R)), ktéra mozna otrzymad
z wyjsciowego wzoru (®(R) to dystrybuanta rozktadu N(0,1)).

Przyktad

Zalézmy, ze popyt w czasie oczekiwania na dostawe modelowany jest rozkladem
normalnym o $éredniej ¢ = 120 i odchyleniu standardowym o = 40. Czas
oczekiwania na dostawe wynosi 1 tydzien, a zamdwienie sktadane jest 24 razy
w roku. Naszym zadaniem jest wyznaczenie strategii (R, @), ktéra zapewni
CSL = 80%. Jaki jest oczekiwany poziom IFR dla takiej strategii?

Obliczmy najpierw wielkos¢ zaméwienia:
Q =D/N = (120/7-365)/24 ~ 261.
Zgodnie z definicja CSL szukamy kwantyla rzedu 0,8 dla zmiennej losowej X
o rozkladzie N(120,402), tzn. takiej wartosci R, ze P(X < R) = 0,8. Korzystajac
z tablic lub dowolnego pakietu statystycznego, otrzymujemy
R =153,6648 ~ 154.

Szukana strategia to (154,261). Teraz sprawdzmy, jaki jest oczekiwany IFR dla
wyliczonej strategii
G120,40(154) = 40Gy,1(0,85) = 40(f0,1(0,85) —0,85(1 — @(0,85))) ~ 4,4.



A zatem,
IFR =1 —4,4/120 ~ 93,33%.

W niniejszym artykule przyjelismy kilka zatozen utatwiajacych zrozumienie
badanego procesu i utatwiajacych same obliczenia, np. popyt nie zawsze

moze by¢ modelowany rozkladem normalnym. W przypadku towaréw, ktore
sprzedaja sie rzadko i w nieregularny sposéb, konieczne jest uzycie rozktadéw
dyskretnych, np. rozkltadu Poissona lub ujemnego dwumianowego. To wiaze

sie nie tylko z zamiang rozktadu w obliczeniach, ale takze ze zmiana sposobu,
w jaki podchodzimy do problemu, np. przy rozktadach dyskretnych nie mozemy
oczekiwaé, ze istnieje moment, w ktérym ilos¢ towaru w magazynie wynosi
dokltadnie R. Najczestsza konsekwencja takiego zalozenia jest zbyt pézne
zamawianie wzgledem modelu i nieosiaganie zadanych pozioméw obstugi klienta.

W zespole Data Science naszym gtéwnym zadaniem jest modyfikowanie
bazowych modeli poprzez ulepszanie i rozwijanie pozadanych funkcjonalnosci.
Dla modelu optymalnego zamawiania sa to m.in. uwzglednienie zmiennosci czasu
dostawy, modelowanie opéznien w centralnych magazynach, rozpatrywanie
wielu réznych dostawcéw, agregacja oraz redystrybucja zaméwien i wiele
innych. Klueczem jest wymyslenie (lub znalezienie w literaturze) takiego modelu,
ktory balansuje teoretyczne wyrafinowanie z praktycznymi mozliwo$ciami
implementacyjnymi i dostepnymi danymi. Czasami warto wybra¢ mniej
dokladny model, ktory pozwala na prostsze i szybsze obliczenia. Warto
uswiadomié sobie tutaj rozmiar danych, z ktérymi mamy do czynienia — sa to
dziesiatki milionéw zaleznych od siebie czeéci z kilkuletnia historia.

Ztodziej strategii

*Student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Jedna z rzeczy, ktore trudno wythumaczy¢ niematematykom, to dowody
niekonstruktywne. W takim dowodzie autorzy dochodza do wniosku, iz pewien
obiekt matematyczny istnieje, czesto wiedzac o nim bardzo malto. Dzieje si¢ tak
dlatego, ze stwierdzamy istnienie takiego obiektu, nie prébujac go skonstruowad,
tylko powolujac sie na inne fakty. Jednym z najprostszych przykladéw jest
dowdd przez ,kradziez strategii”, ktéry pokaze¢ na przykladzie prostej gry.

Gra ta beda dzielniki, w ktore gra sie nastepujaco: na poczatku na tablicy mamy
wypisane pewne liczby. Dwaj gracze na przemian wykonuja ruchy. Ruch polega
na wybraniu nieskreslonej liczby z tablicy i skresleniu jej wraz ze wszystkimi
jej dzielnikami. Ten, kto nie moze sie ruszy¢, przegrywa. Jak widaé, gra jest
bez elementéw losowych i rozstrzyga sie w czasie skonczonym. Dzigki temu
wiemy, ze ktorys z graczy ma strategie wygrywajaca. Teraz czas na wilasciwe
pytanie: rozwazmy gre w dzielniki na zbiorze liczb od 1 do 100. Ktéry z graczy
ma wowczas strategie wygrywajaca?

Jak nalezy w te gre graé, zeby wygraé¢? Nie wiemy. .. i nie musimy wiedzie¢!
Przy pytaniu o wygrana interesuje nas ,kto” wygra, a nie ,,jak”. I odpowiemy
na to pytanie dzieki nastepujacemu spostrzezeniu: liczba 1 pelni w tej grze
osobliwg role — na pewno zostanie skreslona w pierwszym ruchu. Zanim z tego
skorzystamy, rozpatrzmy gre w dzielniki na zbiorze liczb od 2 do 100. Ktéry
gracz wygrywa w drugiej grze?

Zal6zmy wpierw, ze strategic wygrywajaca ma wtedy gracz rozpoczynajacy.
W pierwszym ruchu wybiera liczbe x. W takim razie w pierwszej grze rowniez
wygrywa gracz rozpoczynajacy, w pierwszym ruchu skreslajac x. Potem
wykonuje ruchy jak w grze w dzielniki od 2 do 100, bo to juz ta sama gra,

w koncu jedynki nie mozna wybrac.

Zalézmy teraz, ze gracz drugi ma strategic wygrywajaca w grze ,,od dwdjki”.
Wtedy grajac w gre ,od jedynki”, w pierwszej turze skreslamy 1 i od tego
momentu zachowujemy sie jak gracz drugi w grze ,,od dwojki”.. ., kradnac jego
strategie i tym samym wygrywajac.

Oznacza to, ze w grze ,,od jedynki” gracz rozpoczynajacy moze wygrywac
zawsze. Ale jak? Nie wiemy i tym sposobem, niestety, si¢ nie dowiemy. . .

Bartlomiej ZAK*



